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Positive Assoziiertheit des RC-MaBes (Theorem 3.8)

Theorem (Theorem 3.8)
Sei p € (0,1) und q € [1,00). Dann gilt:
1. Das Random-Cluster-MaB ¢, 4 ist strikt positiv und erfiillt die
FKG-Gitter-Bedingung

Gp,g(wiVwa) dpg(wi Aw2) > ¢pg(wi) Ppglwe), wi,w2 € Q.
2. Das Random-Cluster-MaB ¢, q ist stark positiv assoziiert,und

Gp.q(XY) > ¢pq(X)Ppq(Y) fiir wachsende X,Y : Q — R,
Gp.g(ANB) > ¢p q(A)pp.q(B) fiir wachsende A, B € F.



Gegenbeispiel fiir g € (0, 1)

Seig<1

Wir betrachten die wachsenden Ereignisse Jo = {w : w(e) =1}
und Jr = {w: w(f) = 1} und zeigen, dass

bp.g(Je N Jr) < Pp.q(Je)bp.q(Jr)

fiir g < 1 gelten kann.



Der Graph und seine Konfigurationen

Sei G=(V,E) mit V= {u,v} und E = {e, f}, beide Kanten
verbinden v und v. Jede Konfiguration w = (w(e),w(f)) € {0, 1}?
erhalt das unnormierte Gewicht

V(w) = p(1 — p) El-In)] gh().

w Graph In(w)|  k(w) v(w)
(0,0) ue v 0 2 (1-p)q?
(0,1) * Y 1 1 p(l-p)g



Partitionsfunktion

w  |nw)| k(w)  v(w)
00 0 2 (1-p’F »
(01 1 1 p(l-p)q
(1,0) 1 1 p(l—-p)g
(1,1 2 1 P’q



Wahrscheinlichkeit von J. N J¢

EO, 0; 0 2 (1(— p)z)q2 )
1) 1 1 p- p°q
(1,00 1 1 ,p;(l - Z)Z Pp.q(Je N Jr) = dpg(L.1) = —=
(1,1 2 1 P’q



Wahrscheinlichkeit von J. und J¢

w  |n(w)] k(w) V(w2 - bpalJe) = BpalJr) = w(1,1) + w(1,0)

(0,00 o0 2 (1-p)g z

(0,1) 1 1 p(l-p)q _ pPa+p(l—p)q
(1,00 1 1 p(l-p)g - 4

(L1 2 1 P’q _pqp+1—p) _ pq

V4 V4



Berechnung der Kovarianz

2 2

Dp,q(Je N Jf) — Pp,g(Je)Pp,q(Jf) = % - (quz)
_ Zp*a—(p9)?
— 72
_PaZ-q)
— e




Das Gegenbeispiel schlagt fir g < 1 fehl

Es folgt
p*q*(q —1)(1 - p)?
Z(p, q)?

Fir g <1 und 0 < p <1 ist dieser Ausdruck negativ, d.h. Je und
Jr sind negativ korreliert.

</5p,q(~/e N Jf) - (f’p,q(Je)ﬁbp,q(Jf) =




Beweisstrategie

1. Zeige, dass ¢p 4 strikt positiv ist.

2. Zeige die FKG-Gitter-Bedingung fiir wy, wy € € mit
Hamming-Abstand H(w1,wy) = 2

3. Folgere mit Theorem 2.22, dass die FKG-Gitter-Bedingung auf
ganz Q gilt.

4. Folgere mit Theorem 2.27, dass strikte Positivitat und die
FKG-Gitter-Bedingung starke positive Assoziiertheit
implizieren.



Beweis: Schritt 1 strikte Positivitat

Schritt 1.
Fir jedes w € Q gilt
) 1 w k w
o ZCHp(e () k()
ecE
Zre = 3 T o1 — pyt=='(@) gk,
w'eQ ecE

Da p € (0,1), g > 0 und E endlich ist, ist jeder Summand strikt
positiv, also auch Zgrc > 0 und damit ¢, 4(w) > 0 fiir alle
w e Q.



Beweis: Schritt 2

Nach Theorem 2.22 genligt es dafiir, die FKG-Gitter-Bedingung
fur unvergleichbare Paare wi,wy € Q (d.h. w1 € wy und wy €L wy)
mit Hamming-Abstand

H(wi,wr) = #{e € E :wi(e) #wa(e)} =2

zu zeigen.



Reduktion auf zwei Kanten

Da H(wi,wz) = 2, existieren Kanten e, f € E und ein w € Q,
sodass sich wi,wy nurin e, f von w unterscheiden und genau eine
der beiden Kanten jeweils offnen. Wir schreiben kurz

wy = 10, wy =01

Es gilt:
w1 Vwy =11, w1 A wy = 00.



Definition: der Indikator D¢

Definition
Fir eine Kante f € E mit Endpunkten u, v sei Df : Q — {0,1} der
Indikator dafiir, dass u, v in E \ {f} nicht durch einen offenen Pfad

verbunden sind.



Dy ist fallend

Sei f € E mit f = (u,v). Dann ist D eine fallende Zufallsvariable:
Werden mehr Kanten in G geoffnet, so steigt nur die Moglichkeit,
u, v lber Kanten in E \ {f} zu verbinden, D¢ kann also nur fallen.

w<w = Df(w)> De(w).



Clusteranzahl und D¢

Lemma
Fiir die Kanten e, f aus der Reduktion (mit wy = 10, wpy = 01) gilt

1. k(10) — k(11) = Df(10)
2. k(00) — k(01) = D¢(00)

Proof.
Nach Definition ist Df(w) € {0,1}:
> Dr(10) = 0 = k(10) = k(11)
» Df(10) = 1 = k(10) = k(11) — 1, da die Endpunkte von f
durch Hinzufligen verbunden werden.
» Fiir Dr(00) gilt dasselbe Argument analog. O



Clusterungleichung

Da 00 < 10 und D fallend ist, folgt Df(10) < D¢(00). Mit dem
Lemma erhalten wir

k(10) — k(11) = D¢(10)

D¢ (00) = k(00) — k(01)
—  k(10) + k(01) < k(11

<
< k(11) + k(00)

Es folgt also

k(W1)—|—k(wz) < k(wl \/W2)—|—k(wl /\WQ) (1)



Additivitat von |7)|

Fir jede einzelne Kante g € E gilt

(w1 Vw2)(g) + (w1 Aw2)(g) = max{wi(g),w2(g)} + min{wi(g),w2(g)}
= wi(g) + w2(g).

In(wiVwz)|+[n(wiAw2)| = [n(w1)|+[n(w2)], wr, w2 € . (*x)



Zusammensetzen

bp.g(wi V w2) dp g(wr A wa)
1
?P

|7I(W1Vw2)\+\77(w1/\w2)|(1 _ p)2|E|—|17(w1\/w2)|—|ﬁ(w1/\w2)\qk(wl\/wsz(wlAm)
= %plﬂ(u&)\ﬂn(m)l(l _ p)2\E|*|77(w1)|*|n(wz)|qk(w1sz)+k(w1sz)

1
ﬁp
= ¢p,q(w1) Pp,q(w2)

Damit gilt die FKG-Gitter-Bedingung fiir H(w1,w2) = 2.

Y

In(wn)l+n(w2)l (1 — p)2IEI=In(w)l=lnw2)] gh(wr)+k(w2)



Beweis: Schritt 3 Abschluss

Mit Theorem 2.22 gilt die FKG-Gitter-Bedingung damit fiir alle
w1, w2 € Q (Schritt 2).

Nach Theorem 2.27 (fiir strikt positive MaBe ist starke positive
Assoziiertheit dquivalent zur FKG-Gitter-Bedingung) folgt
insgesamt 1. — 2. A



Theorem 2.27

Theorem
Sei p strikt positives W-MaB dann sind folgende aussagen
aquivalent

1. w ist stark positiv assoziiert
2. p erfiillt die FKG Gittereigenschaft
3. w ist monoton

4. p ist I-monoton



Ableitung des Random-Cluster-MaBes (Theorem 3.12)

Theorem (Theorem 3.12)

Sei p € (0,1), g € (0,00), und ¢p, 4 das Random-Cluster-MaB auf
einem endlichen Graphen G = (V/, E). Fiir jede Zufallsvariable
X :Q — R gilt:

d
L. CTp<75p,q(x) = Covp q([nl, X),

_

p(1—p)

2 Lo (X)= L Covy (k. X)

.= = — Cov , X).
dq P,q q P,q



Beweis Ableitung des Random Cluster MaBes

Definition
Sei vp g(w) = pln(w)l(l _ p)E—\n(w)|qk(w)

Dann ¢p.q(X) = ﬁ >wea X(W)vp,q



Ableiten von v, 4

1. vpg(w) = pl"(1 — p)E-I(w)l gh(w)
2. Logarithmisches ableiten
In(vpq(w)) = /n(pln(w)l(l _ p)E—\n(w)lqk(w))
= [n(w)lIn(p) + (E — [n(w)[)In(1 — p) + k(w)In(q)
3. Ableiten
o Yhal®) i) E )
Vp,q(w) p 1-— p

() = vpge )‘”,5()’ !




Beweis Ableitung

1. Quotitent Regel

d w X : Z— w X 7 7!

diqup,q(x) _ Z [S9) (W)Vp,q(w) Zzz cQ (w)yp q(w)
2 Y X ole) ~ Z6pa0)
weQ

2. Sei X =1
1« :
4 > Vpglw) =
wen

ol ! v (w \n(w)] pE _ bp,q(In| — PE)
ZZ P ZZ pale) p(1—p) p(1—p)

weN we



/usammenfassen

Einsetzen von
L 2 dpallnl = pE)

Z~ pi-p)
2. V) o) = vpqw) )EE
in ,
0aX) = 5 32 X @) = F0nalX)

we

liefert die Behauptung



Beispiel: Monotonie von |n| und k

1. |n(w)| ist eine wachsende Zufallsvariable.

2. k(w) ist eine fallend Zufallsvariable.



Anwendung: Monotonie in p und g

Sei X eine wachsende Zufallsvariable. Fiir g > 1 ist ¢ q positiv
assoziiert (Theorem 3.8), also

d
CTpﬁi)P,q(X) = Covp q(|nl, X) >0,

_1
p(1—p)

da |n| und X beide wachsend sind. Da k fallend ist, liefert die
positive Assoziiertheit hier eine Negativkorrelation, also

d 1
dfq¢p,q(><) = 4 Covp q(k, X) < 0.



Monotonie der RC-MaBe (Theorem 3.21)

Theorem (Theorem 3.21)

Seien p1,p2 € (0,1), g1, g2 € (0,00). Dann gilt:
L. @pr,q1 st Ppr,qor Wenn q1 > g2, q1 > 1 und p1 < po.
2. Pprqr Zst Ppa,gor WENN q1 > G2, q1 > 1, und

P1 > P2
qi(l—p1) = g1 - p2)

Dabei bedeutet ¢ <g 1), dass ¢(X) < ¢(X) fiir jede wachsende
X :Q — R gilt.



Beweisstrategie

1. Definiere zu X eine geeignete Hilfsfunktion Y(w) und zeige
die allgemeine Identitat

_ Ppra(XY)

¢P27Q2(X) - (bp q (Y)

fuir jede wachsende X.

2. Fur Teil 1: Zeige, dass Y unter den Bedingungen von 1.
wachsend ist, und wende Theorem 3.8 an.

3. Fir Teil 2: Zeige, dass dieselbe Funktion Y unter den
Bedingungen von 2. fallend ist, und wende erneut Theorem
3.8 an



Die Hilfsfunktion Y

Sei X : 2 — R wachsend.
Wir definieren Y als

o K(w) 1p2 In(w)|
Y(w) = () P2 .
a1 1_plpl



Allgemeine ldentitat: Behauptung

Wir zeigen zunachst, dass

1=\ Z(p1, )
d)Pz,qZ(X) - (1—[31) Z(P2;q2)

Ppr,qn (XY)



Beweis von (x): Schritt 1

Anwenden der Definition von ¢p, 4, (XY') und kiirzen von Z(p1, q1)

(3) s

1 —pz>'E' A1) El=In(e)] (=)
_ X(w 1_ 1)l g
(1 —n/)  Z(p2, ) Z (1=p1)

¢P17QI (XY)




Beweis von (x): Schritt 2 Definition von Y einsetzen

Anwenden der Definition von Y

1-p\ /" o) ()] gk
X(w (1 poYEI-In()] k)
(1—P1> P2 Q2 Z ( ) N
e
Z(p2,q2) \1—p1 = p1(1 — p2)

plln(w)l(l . p1)|E| |n(w)|qi<(w)



Beweis von (x): Schritt 3, Exponenten zusammenfassen

Kirzen der Terme

e (i5) S0(3) ()

p\ln(w I(l _ pl)\E\*In(w)\qf(w)

1 K(w) |n(w)] |El—In(w)]
=5 —— > Xw)g, 'p 1-p n(w
Z(P27q2) “;2 ( ) 2 2 ( )



Beweis von (x): Abschluss

s X K@) (g
p27q2 weQ
Damit ist (*) gezeigt:
1-— P2> 1 Z(p1, q1)
X) =
Prraa(X) (1—p1 Z(p2, q2)

)IEI—\n(w)\ = Gpon(X)

¢P17CI1 (XY)'



Den Vorfaktor bestimmen

Setzen wir X = 1 in (%) ein, so erhalten wir

B (1-p € Z(p1, q1)
1= 60 = (122) FE M5 00




Die allgemeine Identitat

Einsetzen in (x) liefert fiir jede wachsende X:

¢P17Q1 (XY)

¢P27Q2(X) = ¢p1 Cll(y) .



Y ist wachsend

Y ist wachsend, da

k)
1. da g1 > g folgt £ <1, da k(w) fallend ist (%)

wachsend
p2/(1 - p2) :
2. da p; < pp folgt —————== > 1, da |n(w)| wachsend ist
: Y ()
n(w)
(pz/()) wachsend
p1/(1 = p1)

a kw) (P2 In(w)l
Y(w) = () Te | 3)
q1 =



Beweis von Teil 1

Da X und Y wachsend sind und ¢, 4, fiir g1 > 1 positiv assoziiert
ist (Theorem 3.8), gilt

Dpr,ar (XY) = bpyqu (X) Dpr,ar (V)
Folgt:

_ paXY) _ Ona(X)bpa(Y)
oY)~ OpalY)

= Ppge(X) > Opy,q(X)

Pp2,00(X)

fiir jede wachsende X also ¢p, ¢, <st Pps,q0-



Beweis von Teil 2: Y anders gruppiert

Fir Teil 2 schreiben wir dieselbe Funktion Y aquivalent um

(@ k(w)+In(w)l P2/(CI2(1—p2)) [n(w)]
ver=(3) (i)

1. k(w) + |n(w)| ist wachsend denn k(w) fallt maximal um 1
wenn |n(w)| um 1 ansteigt

2. |n(w)| ist wachsend



Y ist fallend

1. Da g1 > go folgt & <1

q1

2. D

p p2
a q1(1ip1) = q2(1-p2)
Also ist Y fallend.




Beweis von Teil 2

Da X wachsend und Y fallend ist, liefert Theorem 3.8

Pp1,a1(XY) < &py,q1(X) Ppr,an (Y)-

Eingesetzt in die allgemeine ldentitat ergibt sich analog zu Teil 1:

Bpr,qo(X) < bpr,qi(X)  fiir jede wachsende X,

also ¢p;,q1 Zst Ppoyqp- B



