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Notationen und Eigenschaften

Mit U wollen wir die Menge der einfach zusammenhingenden
Mengen in Z9 bezeichnen.

Mit OA = {(u,v) : u~v,u € A, v € A°} bezeichnen wir den Rand
einer Menge A.




Eigenschaft des Randes

Wir bemerken ohne Beweis: Es gilt

{A €U : |0A] = n}| < (2dn)?(164°%)*".
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Einfihrung - Normales Ising-Modell

Bislang: Modelle die eine Kopplung in ihren Spins zulassen. Wir
haben dazu einen Hamiltonian (A € Z9, 0 € {-1,1}")

Hiv’\(a):—( Y ovout D> Uu),

u~v, u,velN u~v, ueN,vele

eine Partitionsfunktion
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oe{—-1,1}"

und ein WahrscheinlichkeitsmaB
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Random Field Ising-Modell

Fortan betrachten wir einen W'Raum (2, A, P), mit zusatzlich
{h, : v € Z9} iid Standardnormalverteilte ZVen.
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Random Field Ising-Modell

Sei € > 0. Der Hamiltonian des RFIM ist gegeben durch

Hi’/\’eh(a) _ 7( Z oy, + Z oy + Z GhuO'u>a

u~v, u,ven u~v, ueN,veNe ueN

die Partitionfunktion

Z%A(eh): Z e THM ()

oe{-1,1}\
sowie das W'maB
1 1 y+,Aeh
+ _ —+H=Me(g)
)= —F/——e T )
Hrnen() Z%A(Eh)
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Das gemeinsame MaB

Bei u5 5., und ZF ,(eh) handelt es sich um ZufallsgroBen, die von
{hy} abhangen.
Wir definieren das Joint-Measure fiir (h, o) durch

Q7a,(hE€AcEB)= ) 17 pen(B)AP(h).
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Was wollen wir zeigen ?

Die Kopplung der Spir_lls begilinstigt, dass benachbarte Knoten den
gleichen Spin tragen. Ubertragt sich die Randbedingung auf den
Ursprung, auch wenn das betrachtete Volumen sehr groB wird ?

+ *,+0‘+,
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Hauptresultat

AN = [_N7 N]d

Fir d > 3 existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass fiir alle
0<T,e<cundalle N>1

@ gy (00 =1) 21— e=¥/T — o1

gilt.
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Hauptresultat

Es lasst sich zeigen, dass aus
U p oo =1) 21— /T - el
folgt, dass
P(ut Apen(@0=1) > 1~ e /T — e_c/€2) >1—e /T ¢/

gilt.
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Beweisidee

Wir wollen eine geeignete Menge £ € B(R) finden, sodass wir
durch folgende Abschitzung an’s Ziel kommen:

Q7 py(00=1) Q7 5, (o0 =1} NE) +Q7F 5, (£

Per Konstruktion soll dabei schon Q1 Ay (EF) < e~ /< sein.
Wie finden wir eine solche Menge ?
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Lemma

Sei d > 3. Fiir eine Familie von Zufallsvariablen (Fa ¢)aczd
gelte es existieren ¢, C > 0, sodass fiir alle z,e > 0 und
A B ez

CZ2
P(|Fael = 2) < CeXP(—m) (1)
und
P(|Fac — Foel > 2) < Cexp (- e2|/:;6293|) (2)

gilt. Dann gibt es Konstanten ¢, C > 0 die nur von ¢, C und
d abhangen, sodass
&=

PEACU : |Fac 2 210A) < Cop (~ ) (3)
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Der Flip und die Freie Energiedifferenz
Fiir A C Z9 definieren wir den Flip

hy ,falls v € A€
—h, ,fallsveA

und

A oy ,falls v € A€
ol =
—o, ,fallsveA

Wir wollen das Lemma auf die freie Energiedifferenz
Ap(h) = FF(eh) — Fr(eh?) = —Tlog Z*(eh) + T log Z+(eh?).

anwenden.
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Bild
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Freie Energiedifferenz

Wir wollen zeigen, dass
_a2
1. P(’AA(h)‘ > /\‘{hv = AC}> < 2e 824l
und
)\2

2. IP’<|AA(h) WWOIE )\‘{hv v e (AU A’)C}) < D¢ sTABAT

gelten.
Denn dann gilt auch

P(Ziﬁmlgi\?)' > 1) <PEAcU: |Aah)] > (1 - 6)0A])

<exp(—c/€)
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Lemma

Fir A, A" C Ay und X > 0 haben wir folgende Abschiatzungen

A2

]P’(|AA(h)| > A’a({hv ve AC})) < 2¢ 520
und

P(\AA(h)—AA/(h)y > A(a({hv Lve (AUA’)C})> < D¢ 52104

wobei A @ A’ die symmetrische Differenz von A und A’ ist.
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Beweis

Konzentrationsungleichung

Fiir (X1, ..., Xy) iid standardnormalverteilte Zufallsvariablen
und eine Lipschitzstetige Funktion f : R" — R mit Lipschitz-
Konstante L gilt, dass die Zufallsvariable f(X) — Ep[f(X)]
SubgauB verteilt mit Parameter < L ist. Es gilt also

2

B(|F(X) — Eplf(X)]| > 1) < 2¢732. (4)
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Beweis

Charakterisierung der bedingten Erwartung

Eine JF-messbare und integrierbare beziehungsweise nicht-
negative ZufallsgroBe Y ist genau dann eine Version des
bedingten Erwartungswertes E(X | F) einer integrierbaren
beziehungsweise nicht-negativen ZufallsgroBe X, wenn fiir
alle beschrinkten beziehungsweise nicht-negativen und F-
messbaren ZufallsgroBen Z gilt:

E(XZ) = E(YZ).

. J

Sprich: Zeige
E(uAp) =0 VYu o(hac)-messbar.

dann ist E(Aa(h)|o(hac)) =0 P — fast sicher.
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Beweis

Faktorisierungslemma

Sei Y : Q — Q' eine Abbildung der Menge Q in den Mess-
raum (', A’) und sei Z : Q — R eine numerische Funktion
auf Q. Dann ist Z genau dann o(Y)-B-messbar, wenn es eine
messbare numerische Funktion g auf (€', A") gibt mit

Z=goY.
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Beweis

Sei
G:=o(h,:veA)=o(ha)

und sei
u:Q—R

eine beschrinkte G-messbare Abbildung. Die Abbildung
hac : Q = R w = (hy)veac

ist o(hac)-messbar. Nach dem Faktorisierungslemma existiert eine
Abbildung
7:RY — R mit u= o ha.
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Beweis

Da u G-messbar ist, hiangt u nur vom Zufallsfeld auf A€ ab. Wir
konnen in der faktorisierten Darstellung von u das hac also auch
flippen u =G o hpe = o hj“c.

AuBerdem gilt

Da(h?) = FH(Y) — FH((MA) = FH(h*) — F(h) = —Aa(h).

Da h, Standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind, haben h und
hA die gleiche Verteilung, das heiBt es gilt E(f(h)) = E(f(h?)) fiir
alle messbaren f. Mit f(h) = (& o hac)Aa(h) folgt dann
E((@ o hac)Aa(h)) = E((T@ o hje)Aa(h?))
=E((ao hi-)(—Aa(h))
= —E((@ o hac)Aa(h)).
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Beweis

Also folgt
E(uAa) =0 Yu o(hac)-messbar.

Mit der Charakterisierung der bedingten Erwartung folgt schlieBlich

E(Aa(h)|o(hac)) =0 P — fast sicher.
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Beweis

Nun wollen wir die Konzentrationsungleichung anwenden; Wie
finden wir geeignete Lipschitz-Konstante?

Mithilfe des mehrdimensionalen Mittelwertsatzes folgt fiir auf einer
offenen, konvexen Menge G C R” differenzierbares f, dass fiir alle
x,y € G ein x, existiert, sodass folgende Darstellung gilt

f(x) = f(y) = Vf(x0) - (x — y). (5)
Insbesondere also

[F(x) = F(y)l Sjgg!\W(Z)HzHX—sz (6)

Wir kommen also durch den Gradienten an eine
Lipschitz-Konstante!
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Beweis
Durch Ableiten erhalten wir

N (h)|_|deave—%H*'AN’6”(a) degve—%H**AN’thw)'
oh, AT Z+(eh) Z+(eh?)

- 6‘<O-V>IJ‘-;:’AN»€h B <UV>M¢,AN,ehA‘

< 2e.

Mit dieser Ungleichung konnen wir den Gradienten abschatzen

0

IVala(h)I5 =" 55 Aa(h)I?
vEA v
< 2462 = \A‘4e2.
vEA

Also gilt
IVala(h)||2 < |A]Y?2e.
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Beweis

Da E(Aa(h)|o(hac)) =0 P — fast sicher ist, ist Aa(h) unter
dem W’'maB IP’(- lo({hy : v € A°}) SubgauB mit Paramater <

|A|1/22¢ verteilt.
Also

A2

IP(\AA(h)] > M{hy v e AC}) < 2e” 87MAl,

was zu zeigen war.
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Beweis

Fiir die zweite Aussage kann man zeigen, dass Aa(h) — Aar(h) in
Verteilung gleich Aaga(h) ist. Dann kann man auf Aaga(h) die
erste Aussagen anwenden und erhilt die zweite Aussage.
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Die Menge &

Fiir die freie Energiedifferenz gilt

ZH(eh?
Aa(h) = Tlog <Z+((eh))> (7)
Nun ist (et
Z7(eh
£ N\ T QoA T
Z+(eh) =€ ®
dquivalent zu
Z*(eh?)
Z N T = <
Tlog( z+(eh)> Aa(h) < |9A. (9)
Damit ist das Ereignis
ZF (et
E={sup 2 < lOA/T 10
U e < 10
dquivalent zu
Aa(h)
E = sup <1i. 11
{AGU |0A] j ()
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Die Menge &

Fiir das Komplement gilt nun

(h) Aa(h)
= a1 L a2 1

Es gilt also
P(£€)< exp(—c/€?).
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Das Flipping-Argument
Zu einer Konfiguration o mit 0, = —1 konstruieren wir nun eine
einfach zusammenhingende Menge A,, die einerseits aus der den
Ursprung enthaltenden zusammenhdgenden Komponente aller
Knoten i mit o; = —1 und andererseits aus den Knoten, die von
dieser Komponente eingeschlossen werden, besteht. Damit gilt
A, € U fiir ¢ mit g = —1.

000000
000000
eOQgpoo
OO Y

Qgggﬁmn
GDOCD
D000
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Das Flipping-Argument

Wir sind an der Energiedifferenz
_H+,/\N,eh(0,) + H+,/\N,eh(a.Ag)
interessiert. Wir betrachten also den Flip
(h,o) —~ (hA"7 UA"),

und bemerken folgende Tatsachen: Falls (u,v) € A, gilt
ouyoy, = —1 und 0{14"0(,40 =1 denn urspriinglich ist einer der

beiden Spins negativ, nach dem Flip wird der negative Spin positiv.
Ein Kanteprodukt 0,0, andert sich auch nur dann, wenn genau ein

Endpunkt in A, liegt.

ouoy, fallsu,veA,,
As Ao _
0, °0,° = o,0,, fallsu,vé A,

—o,0,, falls genauein u,v € A,.
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Das Flipping-Argument

_ H+,/\N,eh(o_) + H+,/\N,eh(o_.Ag)

- ( S ovout > out Y ehuou)

ur~v, u,vely u~v, uel\N,vel\‘fv ueNy
_ ( S ofeoie + 3 ohe + 3 ehuAaa;“v)
u~v, u,vEAy umw,uEAN,vEA@ uEhy

Z ooy + Z oy + Z Ehua'u)

u~v, u,veAy urov, UEAN,VEN, u€Ny
— ( E oyoy + E ovoyu + g —oyoy+ % Oy
u~v,u,vEAN\As u~v,u,veEA, u~v,uEA, u~v,uEANY\As
vEAy\As veNS
! N
+ E —oy + E €Uuhu>
u~v,UEAS uENy
VEN

:2( Z ovou + Z Uu):*2|a«4a|

u~v,uUEAS u~v,uUEAS
vEAN\ A vEAS
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Bild
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Die gemeinsame Dichte

Ausgehend von dem Joint Measure

konnen wir auch die gemeinsame Dichte

—%H+7AN*5h(g)

vtho) =[] (le?e%hi) x eZW (12)

uehy

betrachten. Der Teil der Dichte assoziiert mit h ist stetig, der Teil
assoziiert mit o ist diskret.
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Die gemeinsame Dichte

Wir halten fest, dass

vH(ho) _ ZF(eht) e THTT)
vt(hAs gAs)  Z+(eh) e~ TH W (0A))
+ Ao
_ Z7(eh”™) o o= 210A,]
Z*(eh)

gilt.
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Beweis des Theorems

Nun koénnen wir abschlieBend den Beweis fiihren. Es gilt

Q*(0o = 1) = Q*({oo = -1} NEUEY)
<Q"({oo = —1} NE)+ QT (&9

< 2/ *(h,0)dh + P(£°)

Acut T hEE Gp —a
< fheg ZJ:AJ:A vt(h,o)dh
B AcU fheg ZO’ZAO-:A V+(hA) UA)dh

P(£°)
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Beweis des Theorems

AuBerdem gilt:

+(h, o) dh
/ +(h o)dh—/ %zﬁ(h’*,a’*)dh
he& A A he& A V+(h ,04)dh

l/+(h o)
< sup 7/ vH(hA, o) dh
hee vH(h4,04) Jhee U:Aza::A
4 _avT(h,o)dh +
fheszo.AafA (A z‘ < sup %-
fheg ZU:Ag:Ay+(h ;o) dh -’LES—A vt (hA, of)
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Beweis des Theorems

Daher gilt
vt(h, o)
Q* (o0 =-1) < sup —— 2 +P(E°)
%Uﬁ\ng Z/+(hA70A)
+( A
_ _219a/Z " (eh”) c
= sup(e™ T + P(&E
2w (T ZE Gy TRED

< Z Z ef%\8A|+%|8A| + P(EC)

n>1 Aeld,|0A|=n

<) “(2dn)?(16d%)?"e "/ T + P(£€)
n>1

< efc/T_f_ efc/e2.
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Beweisstrategie

A"zﬂl'fi'f Bﬁ'fsfﬁuht;'

o Algereves Mokl it Pasikiv
Uorrelieer  [Vedloolwickung  +

Ronds - Field
%cs-}u#u
F{-{/M—Pﬂ/ﬂrﬁ Fid AMengt Beuis Vie
- £ = wnion baurd .
/’_\_/ _ ) :‘)
Energicgewim 7 Al Nras s'-"'} L{A_ @(0.0_4.); Q(fa 3 ne) &L
i ks T e
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