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Motivation

Was ist das Random Cluster Modell und wofiir wird es genutzt?

1 RC Modell vereinigt Perkolation und Ising/Potts Modell; bei
beiden geht es um Phasentibergange



Motivation

Was ist das Random Cluster Modell und wofiir wird es genutzt?
1 RC Modell vereinigt Perkolation und Ising/Potts Modell; bei
beiden geht es um Phasentibergange
2 Modell besitzt zwei Parameter:

1 edge-weight p
2 cluster-weigth g



Random-Cluster Modell Definition

vvyyypwy

v

Graph G=(V,E), V=Knoten, E=Kanten

e ist Kante mit Endknoten x und y: e =< x,y >

Q=1{0,1}f ,weQ:{w(e):ecE}

Wir nennen eine Kante offen, wenn w(e) = 1 und geschlossen,
wenn w(e) =0

Definiere auBerdem n(w) = {e € E : w(e) = 1} als Menge
aller offenen Kanten

Definiere F C E mit F = n(w)



Random-Cluster Modell Definition

Sei k(w) die Nummer verkniipfter Komponenten.
Dann definieren wir das Random Cluster MaB durch:

L1 ¢pq= %M{HeeE Pw(e)(l - P)l_w(e)}qk(w) ,w €
» wobei Zrc , die Partitionsfunktion, gegeben ist durch

1.2 Zre = Zrc(p: q) = Y peaillece P(1 = p) ()} gH()



Ising Modell

P beschreibt Ferromagnetismus in Festkorpern

» Spins von lonen nehmen zwei verschiedene Richtungen an
(-1.1)

» Spinrichtungen zufillig gewahlt zu einer bestimmten
WabhrscheinlichkeitsmaBfunktion, dem sogenannten
,,Gibbs-Zustand” durch Wechselwirkungen zwischen
benachbarten Teilchen



Ising Modell Definition

» Sei G=(V,E) wieder Graph

» Es gibt zwei Spinrichtungen, daher definieren wir die Menge
> ={-11}

» Die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion Ag ist von den

drei Parametern 3,J € [0, o]
und h € R abhangig und ist gegeben durch:

1.3 Agsn = z-€ M) mit der Partitionsfunktion Z; und der
Hamiltonfunktion H:

14 =% ¢ e PH(@) und
H(o) = —?Ee:@weE oxoy —hY oy o(x).



Ising Modell Definition

» [ ist der Kehrwert %
» Jist die Starke der Wechselwirkungen zwischen Nachbarn
» h ist das duBere Magnetfeld (Vereinfachung h=0)



Potts-Modell

> Weiterentwicklung vom Ising Modell
g>2 ¥ ={1,2,...q}V
> wir definieren e =< x, y > als die Kante von x und y und
o={ox:xeV}ekX
» 0e(0) = doy,0, ist das Kronecker Delta
» Wahrscheinlichkeitsfunktion ist dann:
1.5 mg4(0) = %peBZeGE Oe(o)

v



Verknupfung zwischen Random Cluster und Potts Modell

> Konstruktion von zwei Systemen auf einen gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (Edward-Sokal Coupling)

> Seige{2,3,..},p€[0,1],G = (V,E)

» Dann betrachten wir den Produktraum X x Q mit
Y ={1,2,..,q}V und Q = {0,1}£

» wir verkniipfen also die Spins der Knoten mit den
Kantenkonfigurationen der Kanten



Verknupfung zwischen Random Cluster und Potts Modell

» die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsfunktion p(o, w) auf
Q x X lautet dann:

1.6 N(Ua w) X HeEE{(l - p)(sw(e),O + p(sw(e),lcse(o-)}' o,we XL X
17 (0,0) 5 $(0)dp() 1 (0, )



Theorem 1.10

» Aussagen iiber die RandmaBe von p
> Sei g€ {2,3,...},p€[0,1] und nehme an, dass p=1 — e~ #
a Die Randverteilung p1(0) = > cq p(o,w) auf X ist genau
das Potts MaB: u1(o) = Zipexp{ﬁ Yecefe(0)} oL
b Die Randverteilung po(w) = o5 p(o,w) auf Q ist das
Random Cluster MaB:
() = zicAlleee PO = p) 3" L w e
¢ Partitionsfunktionen: Es gilt:
>weallleee PO (1 = p)t~()}ghe) =
Y wes Lece exP[B(de(o) — 1], das heiBt:
Zrc(p,q) = e PIF1Z,(8,q)



Beweis Theorem 1.10

> 2) 22 Yeqio.w) = mag(0)



Beweis Theorem 1.10

> a) z.L.: ZwGQ M(an) = 7T57q(0')
» Aus 1.6 haben wir die Formel:
M(Ua W) & HeeE{(l - p)(sw(e),O + p(sw(e),lée(a)}



Beweis Theorem 1.10

> a)zZ.: )Y cqilo,w)=mg4(0)
» Aus 1.6 haben wir die Formel:

M(Ua w) & HeeE{(l - p)(sw(e),O + p(sw(e),lée(a)}
» Summieren liber alle w:

Zweﬂ HeeE[(l - P)5w(e),o + péw(e),lée(a—)]



Beweis Theorem 1.10

> a)zZ.: )Y cqilo,w)=mg4(0)

» Aus 1.6 haben wir die Formel:
M(Ua w) X HeeE{(l - p)(sw(e),O + p(sw(e),lée(a)}

» Summieren iber alle w:
> weq Hecel(1 = P)ou(e),0 + Plu(e),10e(0)]

P da die Kanten unabhangig voneinander betrachtet werden,
kann die Summe in das Produkt gezogen werden und da die
Kantenkonfiguration w(e) = 1 oder w(e) = 0 ist, ergibt sich:

> [lece(1 = p) + pie(o)



Beweis Theorem 1.10

> a)zZ.: )Y cqilo,w)=mg4(0)
» Aus 1.6 haben wir die Formel:

M(Ua w) & HeeE{(l - p)(sw(e),O + p(sw(e),lée(a)}
» Summieren liber alle w:

Zweﬂ HeeE[(l - P)5w(e),o + péw(e),lée(a—)]

> [ece(l = p) + pde(o)
> p=1l-ePeol_p=eh



Beweis Theorem 1.10

> 2 Fille: de(0) =0=e P oderfe(0)=1=1—-p+p



Beweis Theorem 1.10

> 2 Fille: de(0) =0=e P oderfe(0)=1=1—-p+p
> 1—p+ pie(c) = e7CD)



Beweis Theorem 1.10

> 2 Fille: o(0) =0= e P oder de(0) =1=1—p+p
> 1—p+ pde(o) = P01
» HGEE eﬁ((se(a')—l) — eﬁ(zeeE(Se(U)*l)



Beweis Theorem 1.10

> 2 Fille: o(0) =0= e P oder de(0) =1=1—p+p
> 1—p+ pde(o) = P01
» HGEE eﬁ((se(U)—l) — eB(ZeGE(Se(U)*l)

» Durch Ausmultiplizieren, erhalt man dann:
e BIEl g2cecke 0e(o)



Beweis Theorem 1.10

2 Fille: §o(0) =0=e P oder (o) =1=1—-p+p
1 —p+ poe(o) = P01
[ocp €%0(@)=1) = eB(Eace de(o)-1)

vvyYyy

Durch Ausmultiplizieren, erhalt man dann:
e BIEl g2cecke 0e(o)

» Bis auf die Konstante e #lEl die nicht von den Spins o
abhangt, ist das genau das Potts-MaR



Beweis Theorem 1.10

> b)2.Z: Y o5 plo,w) = dpgq



Beweis Theorem 1.10

> b)z.Z: ) s p(o,w) = dpg
> Aus 1.6: M(0-7w) x HeEE{(l - p)dw(e),o + p(sw(e),lde(o-)}



Beweis Theorem 1.10

> b)2.Z: 3 ses (0, W) = Ppg
> Aus 1.6: M(CBW) x HeEE{(l - P)5w(e),o + p(sw(e),lde(o-)}
» 2 Fille: w(e) =1= pde(c) und w(e) =0=1—p



Beweis Theorem 1.10

> b)2.Z: 3 ses (0, W) = Ppg
> Aus 1.6: ,LL(O',O.)) x HeEE{(l - P)5w(e),0 + p(sw(e),lde(o-)}
» 2 Fille: w(e) =1= pde(c) undw(e) =0=1—p
> pln(W)\(l _ p)IE\n(w)IlF(O—?w),
wobei F = {(o,w) : de(0) =1} und

{1, falls (o,w) € F,

0, sonst

1e(o,w) = {



Beweis Theorem 1.10

b) 2.Z: 3 sex (o, w) = dpq

Aus 1.6 ,LL(O',O.)) x HeEE{(l - P)5w(e),0 + p(sw(e),lde(o-)}
2 Félle: w(e) =1 = pde(c) undw(e)=0=1—p
pln(W)\(l _ p)IE\n(w)IlF(O—?w),

wobei F = {(o,w) : de(0) =1} und

{1, falls (o,w) € F,

0, sonst

1e(o,w) = {

v

ZJEZ 1F(Ua w) = qk(w)



Beweis Theorem 1.10

> b)2.Z: 3 ses (0, W) = Ppg
> Aus 1.6: M(O-7w) x HeEE{(l - P)5w(e),o + p(sw(e),lde(o-)}
» 2 Fille: w(e) =1= pde(c) undw(e) =0=1—p
> pln(W)\(l _ p)IE\n(w)IlF(O—?w),
wobei F = {(o,w) : de(0) =1} und

{1, falls (o,w) € F,

0, sonst

1e(o,w) = {

> ZJEZ 1F(an) = qk(w)
» Also insgesamt:

> vex Heeet (L = P)du(e)0 + Poue)10e(0)} =
PII(1 - p)IEVIE) gh()



Beweis Theorem 1.10

» c) Wir haben in a) und b) gezeigt, dass ) p(o,w) zum
Potts-Modell und )" _ 11(0,w) zum Random Cluster Modell
fuhrt.



Beweis Theorem 1.10

» c) Wir haben in a) und b) gezeigt, dass ) p(o,w) zum

Potts-Modell und )" _ 11(0,w) zum Random Cluster Modell
fuhrt.

» beide Rechnungen starten aber mit der gleichen gemeinsamen
Verteilung, daher gilt:

2o 2w 0, w) = 22, 25 (o, w)



Beweis Theorem 1.10

» c) Wir haben in a) und b) gezeigt, dass ) p(o,w) zum
Potts-Modell und )" _ 11(0,w) zum Random Cluster Modell
fuhrt.

» beide Rechnungen starten aber mit der gleichen gemeinsamen
Verteilung, daher gilt:
Do 2wkl w) =32, 2, wo,w)

» Daher erhalten wir die gleichen Partitionsfunktionen auBer der
Konstanten e #IFl



Theorem 1.13

» Bedingte Verteilungen von p(o,w)

» Sei g € {2,3,...} und nehme an: p =1 — e=# Dann gilt:

> a) Fir w € Q erhdlt man die bedingte MaBfunktion (-, w) auf
Y, indem man zufallige Spins auf ganze Cluster von w, von
denen es k(w) gibt, legt. Diese Spins sind auf den gegebenen
Clustern konstant, zwischen den Clustern unabhangig und
jeder gleichm3Big tiber die Menge {1,2, ..., q} verteilt.

» b) Fiir o € ¥ erhdlt man die bedingte MaBfunktion x(-, o) auf
Q wie folgt:
Wenn e = (x,y) so ist, dass o, # o,setzen wir w(e) =0,
wenn oy = 0y, setzen wir:

{1, mit Wahrscheinlichkeit p
w(e) =
0, sonst

wobei die Werte der verschiedenen w(e) (bedingt)
unabhangige Zufallsvariablen sind



Beweis Theorem 1.13

» a)bedingte Wahrscheinlichkeit: p(o | w) = ”/SE“:)))



Beweis Theorem 1.13

» a)bedingte Wahrscheinlichkeit: p(o | w) = ”/S((jw“)))

> Aus 1.6: (0, w) o< [[ee (1 = P)due),0 + POufe),10e() },
o,weELXQ




Beweis Theorem 1.13

» a)bedingte Wahrscheinlichkeit: p(o | w) = ”/SL(T;)))

> Aus 1.6: (0, w) o< [[ee (1 = P)due),0 + POufe),10e() },
o,weELXQ

» Theorem 1.10b): p2(w) = > c5 (o, w) auf Q




Beweis Theorem 1.13

» a)bedingte Wahrscheinlichkeit: p(o | w) = ”/SL(T;)))

> Aus 1.6: (0, w) o< [[ee (1 = P)due),0 + POufe),10e() },
o,weELXQ

» Theorem 1.10b): p2(w) = > c5 (o, w) auf Q

1r(ow)

» Einsetzen liefert: p(o | w) = )



Beweis Theorem 1.13

» a)bedingte Wahrscheinlichkeit: p(o | w) = ”/SL(T;)))

> Aus 1.6: (0, w) o< [[ee (1 = P)due),0 + POufe),10e() },
o,weELXQ
» Theorem 1.10b): p2(w) = > c5 (o, w) auf Q

1r(ow)

» Einsetzen liefert: p(o | w) = )

1
k(w)

» Fiir zuldssige Farbungen gilt also: u(o | w) = 7



Beweis Theorem 1.13

a)bedingte Wahrscheinlichkeit: pi(o | w) = 1)

Aus 1.6: p(0,w) X [[oce{(1 = P)du(e),0 + POu(e),10e(a)},
o,weELXQ
Theorem 1.10b): p2(w) = > o5 p(o, w) auf Q

1F(07w)
qk(w)

\ A 4

Einsetzen liefert: p(o | w) =

1
k(w)

Fir zuldssige Farbungen gilt also: u(o | w) = 7

vV vy VYy

Alle zulassigen Farbungen haben die gleiche
Wahrscheinlichkeit und sind gleichverteilt tiber die Menge X



Beweis Theorem 1.13

> b) :u(o-’w) X HeeE{(l - p)dw(e),o + péw(e),lde(o-)}'
o,weEL X



Beweis Theorem 1.13

> b) :u(o-’w) X HeeE{(l - P)5w(e),o + p(sw(e),lde(o-)}'
o,weEL X

> o sind fest =-0.(0) ist auch fest



Beweis Theorem 1.13

> b) ,LL(O‘,O)) X HeeE{(l - p)éw(e),o + péw(e),lée(o-)}'
o,weEL X

> o sind fest =-0.(0) ist auch fest

» Fall 1: 0.(¢) =0, dann fallt der hintere Term weg und wir
haben nur noch den Faktor (1 — p)d,(e),0- Nehme an, dass die
Kante offen ware, dann fallt auch dieser Faktor weg
— offene Kanten zwischen verschiedenen Spins nicht moglich



Beweis Theorem 1.13

> b) M(U>w) X HeeE{(l - p)éw(e),o + péw(e),lée(o-)}'
o,weEL X
> o sind fest =-0.(0) ist auch fest
» Fall 1: 0.(¢) =0, dann fallt der hintere Term weg und wir
haben nur noch den Faktor (1 — p)d,(e),0- Nehme an, dass die
Kante offen ware, dann fallt auch dieser Faktor weg
— offene Kanten zwischen verschiedenen Spins nicht moglich
» Fall 2: d.(c) =1, dann haben wir den Faktor
(1 - p)(sw(e),O + péw(e),l



Beweis Theorem 1.13

> b) ,LL(O‘,LU) X HeeE{(l - p)éw(e),o + péw(e),lée(o-)}'
o,weEL X

> o sind fest =-0.(0) ist auch fest

» Fall 1: 0.(¢) =0, dann fallt der hintere Term weg und wir
haben nur noch den Faktor (1 — p)d,(e),0- Nehme an, dass die
Kante offen ware, dann fallt auch dieser Faktor weg
— offene Kanten zwischen verschiedenen Spins nicht moglich

» Fall 2: d.(c) =1, dann haben wir den Faktor
(1 - p)(sw(e),O + péw(e),l

» Das heiBt, bei gleichen Spins ist:

{1, mit Wahrscheinlichkeit p
w(e) =

0, mit Wahrscheinlichkeit 1-p



Korrelation zwischen Potts-Modell und RC-Modell

P> Es lasst sich zeigen, dass Korrelationen im Potts-Modell
offenen Verbindungen im Random-Cluster Modell entsprechen

» Fiir unendliche Graphen bedeutet das: Phaseniibergang eines
Potts-Modells entspricht der Bildung eines unendlichen
offenen Clusters im Random Cluster Modell

» Argumente der stochastischen Geometrie, insbesondere des
Perkulationsmodells, konnen genutzt werden, um
Korrelationsstruktur des Potts-Systems zu verstehen



Korrelation zwischen Potts-Modell und RC-Modell

» dafiir: Sei {x <> y} Menge aller w € Q die Knoten x und y
mit einer offenen Kante verbinden

» Wir definieren die ,,Zweipunkt-Korrelationsfunktion” des
Potts-MaBes 73 4 auf endlichen Graphen G=(V,E) als 73 4
durch:

Toq = Tp,q(0x = 0y) — &
mit % ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei unabhangige
gleichverteilte Spins gleich sind.

» Dann gilt:

78,q(X, ) = %”&q(qaaxﬁy -1)

» Die Zweipunkt-Verbindungsfunktion des
Random-Cluster-Modells ¢, qis definiert als ¢p q(x <> y) als
Wabhrscheinlichkeit, dass x und y durch offene Kanten
verbunden sind



Theorem 1.16

> Seige{2,3,..}, p€[0,1) und setze p=1— e~ ?. Dann gilt:
> T54(x,y)=(1- %)¢p,q(x < y)



Beweis Theorem 1.16

> Tgq = Tpq(0x =0y) —

Q=



Beweis Theorem 1.16

> Tpq = Tp,q(0x = 0y) = %

> Tﬁ»q(Xay) = Za,w(l{ax:ay}a - q_l),u(a, w)



Beweis Theorem 1.16

> Tpq = Tp,q(0x = 0y) = %

> 75406 Y) = 20 (o030 — @ ulo,w)
> p(o,w) = p(o | w)¢p,q(w)



Beweis Theorem 1.16

T8,q = TB,q(0x = 0y) — %

8,4(¥) = X0 w(Lor=0,30 — 4 (o, w)
pwlo,w) = p(o | w)¢p,q(w)
T8,q(%¥) = 20 Opa(w) Xy (0 | w)(Li,=0y30 — @)

vvyyy



Beweis Theorem 1.16

T8q = Ta,q(0x = 0y) — %

8,4(¥) = X0 w(Lor=0,30 — 4 (o, w)
pwlo,w) = p(o | w)¢p,q(w)
T8,q(%¥) = 20 Opa(w) Xy (0 | w)(Li,=0y30 — @)

78,4(x,¥) =
> Ppa(@{(1 = 7)1 (5,=0,) (W) + 0 11p =0,y (w)}

vVvYyyVvyy



Beweis Theorem 1.16

1

> Tpq = Tp,q(0x = 0y) = g
> 75,q(%¥) = Lowlion=a,10 — 4 Hu(o,w)
> plo,w) = p(o | w)dp,q(w)
> Taq(%,¥) = L Bpa(w) Xo 1o | w)(L{o=0,10 — a7
> 78,q(x,y) =

> Spa(@{(1 = a7 g0, (W) + 0 15, =5, 1 (w)}
> 75q(x,y) = (1— %)¢P7¢7(X < y)



Grenzwert fur ql 0

> Was passiert wenn g gegen 0 geht

> hpq X pn@l(1 — p)lE\n(@)l gk(w)

» Eine Teilmenge F der Kantenmenge E wird bezeichnet als:
ein Wald von G, wenn der Graph von (V,F) keinen Kreis
enthalt
ein Spannbaum von G, wenn (V,F) zusammenhangend ist und
keinen Kreis enthalt
ein zusammenhangender Teilgraph von G, wenn (V,F)
zusammenhangend ist



zusammenhangender Teilgraph

» pfest,ql O

» G ist zusammenhangend, die minimale Clusteranzahl ist
k(w)=1

> hpq(w) ox pln(w)\(l _ p)IE\n(w)Iql

» bei allen realtiven Wahrscheinlichkeiten haben wir g', beim
dividieren kiirzt es sich raus

» ibrig bleibt ¢, was genau der Bernoulli Perkulation mit
Wahrscheinlichkeit p entspricht.

» Spezialfall: p = % dann haben alle zusammenhangenden
Teilgraphen dasselbe Gewicht

» UCS- uniform connected subgraph measure



Spannbaum

> gl 0, pl 0, aber q geht schneller gegen 0 als p

E w)|+k(w) ( 9(1=P) \k(w
> Zpc = (1— )HZ( )\n()l()(p)()
> ¢pq= UST



Walder

» p = aq pund g gehen gleich schnell gegen 0
> g o agTl(1 — aq)lE\i@)gk)
> hpq ox (1 — ag)lEVn@)gk(@)tin)]

» Spezialfall: @ =1, dann haben alle Walder das gleiche
Gewicht, d.h: ¢, ¢ = USF



Theorem 1.23

» Im Grenzfall g | 0 gilt:

UCS, wenn p = %,
¢p,g = § UST, wenn p—0und q/p—0,
USF, wenn p=q.



