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Wachsende Zufallsvariablen

Definition 2.1
o Im Folgenden Sei Q = {0,1}£ fiir E endlich und F die von den
Zylindermengen erzeugte o—Algebra zu Q.

@ Q hat eine natiirliche Halbordnung < definiert durch

w1 Swy <= Ve € E: wi(e) <wsy(e)

@ Sei N eine Reelle Zufallsvariable auf (2, ). Dann heift N (monoton)
wachsend falls fiir wy,wy € Q gilt:

w1 <wp = N(wl) < N(w2)

N heilt (monoton) fallend falls —N wachsend ist.

@ Ein Ereignis A € F heillt wachsend falls die Zufallsvariable 1 4
wachsend ist.
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Stochastische Ordnung

Definition 2.2

Seien 1, o WahrscheinlichkeitsmaRe auf (2, F). u1 heit stochastisch
kleiner als uy (geschr. 1 <q p2), falls fir alle X : Q — R wachsenden und
beschrankten Zufallsvariablen gilt:

Eul [X] < Euz [X]

Lemma 2.3 (Strassen)

Falls ein mal k auf Q x Q existiert welches folgende Eigenschaften erfiillt:

k(Ax Q)= m(A), VAeF (1)
K(Q x A) = 12(A), VAEF 2)
K ({(w,w2) [ w1 Sw2}) =1 (3)

Dann gilt p1 <gt pio.
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Beweis

Sei X eine wachsende und beschrankte Zufallsvariable auf Q. Da &
marginale Verteilungen 17 und o hat gilt

B X = [ X(e)dien,2)

und
E,, [X] = /Q  X(w2) dn(er,w2).

Fiir w; < w» gilt, da X wachsend ist
X(w1) < X(w2) K —fs.

Integration beziiglich « liefert

X(w1)d/£§/ X(w2) dk
Q2 Q2
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Definition 2.4
Ein W-maR pu heiBt strikt positiv falls

Yw e Q: p(w) >0

gilt.

Definition 2.5
Wir definieren fiir wy,w> € Q die Ausdriicke wi A wy und wy V wy durch:

w1 Awy(e) := min{wi(e),w2(e)}

wy V wa(e) := max{wi(e),wz(e)}
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Holley’s Ungleichung

Sei (2, F) endlich, ji1, py strikt positive W-MaBe . Falls fiir alle wy,wy € Q

p2 (w1 V w) pi (w1 Awz) > p (wr)pz(w2) (4)

erfiillt ist, dann gilt

1 st (2.

(4) ist erfiillt genau dann, wenn

pa(w(e) = 1| w(f) = ((F), f # €) = 1 (w(e) = 1| w(f) =&(F), f # e)

fiir alle ¢ < ( und e € E gilt.

Ben Ruhnke Stochastische Ordnung von MaRen: Holle 17. Juni 2026 6/24



Beweis
Lemma 2.7

Seien p1, o strikt positive W-MaRe, die (4) erfiillen. Sei ¢ < (und e € E
Einsetzen von &€, (e in (4) liefert:
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p2(8°V Ce)pa (65 A Ce
= p2(C%)p1(&e
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12(C8) + p2(Ce) — pa(€°) + pa(&e)
<:>uz(()—1| w(f) =((f),f #e)
> (w(e) =1 w(f)=¢&(F),f #e) (6)

Riickrichtung ohne Beweis.
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Beweis

Markov-Ketten

@ Seien puq, ug strikt positive W-Male, die (4) erfiillen.

o Sei e ~ U(E) und (Xk)%—, eine Markov-Kette mit Zustandsraum
definiert durch

Xk(e) = Xk—1(e) fur alle e € E\ {ex},
Xi(ex) ~ p1 (wlew) | w(f) = Xe-1(F), f # ),

wobeli Xo ~ 1.

@ Man kann nachrechnen, dass Xy_1 ~ u1 = Xi ~ 1.
(Xk) hat also stationdre Verteilung 11

e Da i strikt positiv ist ist (Xy) irreduzibel.

o Analog definiere (X))~ zu p2, mit entsprechenden Eigenschaften.
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Beweis

Kopplung der Markov-Ketten

o Nun definiere eine neue Markov-Kette (Y)32, = (Xi, X;)\r auf
Q x Q mit ex ~U(E), Ux ~U([0,1]) durch

Xi(€e) = Xk—1(e) fir alle e € E \ {ex},
Xic(ex) = L{Uk < p1 (w(ex) =1 [ w(f) = Xe—1(F), f # ex)}

bzw.

X, (e) = X, _4(e) fir allee € E\ {ex},
Xi(ex) = L{Uk < p2 (w(ex) = 1 | w(f) = Xi_1 (F), f # ex) },

@ Nach Konstruktion hat Y Marginale X, X,
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Beweis

e wegen (6) gilt X < X; falls Xj_; < X]_,

e Da X] irreduzibel ist, gilt fast sicher 3K < oo : X} =1, also ist
Yk > K: X, < XL.

@ Da Y| aperiodisch ist, konvergiert Y) gegen eine stationire Verteilung
K.

o r erfiillt die Eigenschaften aus Lemma 2.3 (Strassen). d.h. x hat
marginale p1, po und

E({(w1,w2) [wr S w2}) =1
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FKG Ungleichung

Definition 2.8 (FKG Gittereigenschaft)

Sei u W-MakR auf Q = {0,1}E. Wir sagen p erfiillt die FKG
Gittereigenschaft falls fiir alle wy,ws € Q

p(wr V wz)p(wy Awz) 2 pu(wr)p(wz)

gilt.

Satz 2.9 (FKG Ungleichung)

Sei  ein strikt positives W-MaB, welches die FKG Gittereigenschaft erfiillt,
dann gilt fiir beliebige wachsende Zufallsvariablen X, Y : Q — R

E, [XY] > E, [X]E, [Y]. (7)

Falls ein MaR (v Gleichung (7) fiir alle X, Y wachsend erfiillt, so heift es
positiv assoziiert.
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Beweis

@ Seien X, Y wachsende Zufallsvariablen und p ein strikt positives
W-MaB, welches die FKG Gittereigenschaft erfiillt.

OBdA Sei Y(w) > 0 fiir alle w € Q.

Definiere strikt positive W-MaRe 17 = o und

Y@
(o) = s S = Y )

Dann gilt fiir w1, w> € Q beliebig

2 (w1 Vwp) g (wi Awp) = cY (w1 Vw2)p(wr V wa)u(wr Aws)
> Y (w2)p(wr)m(wz) = pa(wi)pz(w2).

Also folgt aus Ungleichung 2.6 (Holley) p1 <gt uo.
insbesondere gilt

ZweQX(W)Y(w),u(w) B - "
>wea Y(W)plw) Byp [X] 2 By, [X] = %X( Ji(w).
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Ein strikt positives W-MaPB u auf (Q, F) erfiillt die FKG Gittereigenschaft
genau dann wenn fiir alle unvergleichbaren wy,wy € Q mit H(wy,wy) = 2
gilt

p(wr V w)p(wr Awz) = p(wr)p(wz)-

Dabei bezeichnet H(wi,w7) die Hamming Distanz zwischen w1 und ws.

Beweis , ="
Trivial, da falls FKG Gittereigenschaft fiir alle Paare w1, w, erfiillt ist, dann
auch fiir solche mit Hamming Distanz 2.
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@ Seien wi,wy € 2 nicht vergleichbar und mit Hamming Abstand 2.
e Da H(wi,wy) = 2 gibt es zwei kanten e, f € E mit OBdA

wi(e) =1,wi(f) =0 und wa(e) = 0,wa(f) = 1.
@ Sei nun & = w1 A wo, dann gilt wy = £¢,wy = &7

@ Einsetzen in die Voraussetzung liefert

W(EF () > (el (8)
p(e) _ p(e)
(&) () )

e Fira > € Q mit a(f) = 5(f) = 0 folgt nun durch wiederholtes
anwenden von (9)

uo) _ p(sh)
W) = p(@)
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@ Seien nun wy,wy € Q beliebig. Falls w1 < w» So gilt die FKG
Gittereigenschaft trivialerweise mit Gleichheit.

Also seien wy und wy unvergleichbar. Sei

B =n(w)\n(w1) ={f € E|wi(f) =0,wa(f) =1} ={A,..., L}

Sei nun 19 = wy und n; = nf’_l d.h. n, = w1 V ws.

Entsprechend (o = w1 Aws und ¢; = {le d.h. ¢ = wo.
Firalle i =1,...,n gilt, da n; > (;:

p(ni) o G)
w(ni-1) — p(Gie1)
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o Multiplizieren iiber i liefert:

T w(n)
,1;[1 p(ni-1) = p(Gie1)

o Aufldsen des Teleskopproduktes:

=
—~
3
S
~—
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Bedingtes Maf

Definition 2.11

Sei u ein W-MaR auf (Q, F), F C E und £ € Q. Setze Qf := {0,1}F und
05 ={weQ|wle)=¢(e) VeeE\F}.

Falls M(QgF) > 0 definiere das bedingte Mal /ﬁ; auf Qf durch

(wr x€)
,U«i‘(wF) = p(wr | Qi) = MM(FT%)

Dabei ist we x £ definiert als wr(e) falls e € F und als £(e) sonst.
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Monotone MaRe

Definition 2.12
Sei 4 ein W-MaB auf (Q, F).
(i) p heiBt stark positiv assoziiert falls

VFCE, VEEQ: ,u(Qf;) >0 = /ﬁ_- ist positiv assoziiert

(i) p heit monoton falls fiir alle F C E, £ < ( gilt:

HE St -

(i) p heilt 1—monoton falls fiir alle £ < ¢ und F C E mit |F| =1 gilt

1 <o 1.

.
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Charakterisierung der FKG Gittereigenschaft

Sei pu ein strikt positives W-MaRB auf (2, F). Folgende Aussagen sind
aquivalent.

(a) w ist stark positiv assoziiert.

(b) w erfiillt die FKG Gittereigenschaft.
(c) w ist monoton.

(d)

W ist 1—monoton

.
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Beweis

»(a)=(b)"

Wegen Satz 2.10 genligt es die FKG Gittereigenschaft fiir wy,wy € Q
unvergleichbar und mit H(w1,w2) = 2 zu zeigen.
o Seien dies OBdA e, e, € E ={e1,...,em}.
@ Wir schreiben eine Konfiguration w als das ,Wort"
w(er)w(e)...w(em).
@ OBdA sei nun wi = 01w und wr = 10w. AuRerdem sei
a(xy) = p(yw)
@ Betrachte nun die wachsenden Ereignisse A= {e; =1}, B ={e; =1}
und setzte F = {e1, e} da p stark positiv assoziiert ist gilt:

pe (AN B) > g (A)ug (B).
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Beweis

»(a)=(b)"

@ Sei ¥ = a(00) + «(10) + (01) + a(11) = p(Q2¢).

e Es gilt
ui(an B) = *2Y
und
pnr(A) = a(lo);a(ll), ¥ (B) = O‘(Ol);a(ll)‘

o Umstellen der Ungleichung pf (AN B) > pf (A)pg(B) liefert
a(11)(00) > «(10)(01)

@ Dies entspricht, da a(11) = p(11w) = p(wi V wz) und
a(00) = pu(00w) = pu(wr Awy) ist, der FKG Gittereigenschaft.
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Beweis

(b)=(a)
@ Sei FCE, &€ Q und wy,wr € QF beliebig.
e Dann gilt da i die FKG Gittereigenschaft erfiillt

p(wr V w2) x E)p((wr Awz) X §)

1 (w1 V w2 (wi A w) = ()
o Hwr x ulwa x &)
H(Q )2

o Also ist ui positiv assoziiert.
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Beweis

(b)=(c)
@Sei FCEund < (e
o Fiir wr, pr € QF gilt

p((wr V pr) X Qul(wr A pr) X )
() ()
p(wr x C)M(PF x &) ¢
Weues) e

da (wr X Q) V (pF x §) = (wr V pF) X ¢ und
(wr x Q) A (pF % &) = (wr A pr) x &, weil § < ( ist.
e Mit der Holley Ungleichung folgt nun die Behauptung.
(c)=(d) ist Trivial.
(d)=(b) folgt aus Lemma 2.7

Wi (W V pE)iE(wF A pF) =

15(pF),
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Zusammenfassung

Halbordnung auf 2, Wachsende Zufallsvariablen, stochastische
Ordnung, Holley Ungleichung.

FKG Ungleichung positive Korrelation wachsender Ereignisse.

Abschwachung von FKG auf unvergleichbare Zustande mit
Hamming-Distanz 2.

Aquivalente Bedingungen fiir FKG Ungleichung (stark positiv
assoziiert, Monotonie, 1-Monoton).
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