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Begriffsbildung
Im Folgenden sei (£2,.4,P) ein W-Raum und 7 : Q — Q eine
messbare Abbildung.
Definition
Ein Ereignis A € A heiBt invariant, falls 771(A) = A und die
o-Algebra der invarianten Ereignisse bezeichnen wir mit

I:{AEA:T_l(A):A}.

Definition
(i) 7 heiBt maBtreu, falls

p [T—I(A)] =PJ[A] firjedesAc A

und wir nennen (£, A, P, 7) maBerhaltendes dynamisches
System.

(ii) Ist 7 maBtreu und Z P-trivial, so heiBt ergdodisch (2, A, P, 7).



Ergodensatz: Vorbereitung

Lemma (20.07)
Sei (2, A,P, T) ein maBerhaltendes dynamisches System und Z die
invariante o-Algebra.
Dann gilt:
(i) f ist T-messbar genau dann, wenn f o T = f P-fs.
(i) (Q,A,P, T) ist ergodisch genau dann, wenn jede Z-messbare
Funktion f.s. konstant ist.



Ergodensatz: Vorbereitung

Beweisidee
Fiir Indikatorfunktionen ist die erste Aussage direkt klar:

lpoT =1, «— T lA=A,

also genau dann, wenn A invariant ist. Der allgemeine Fall folgt
durch Approximation.

Fiir die zweite Aussage gilt: Ergodizitat bedeutet, dass jedes
invariante Ereignis nur Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 hat. Daher
kann eine T-messbare Funktion keine nichttriviale invariante
Information tragen und ist folglich fast sicher konstant. Umgekehrt
liefern Indikatorfunktionen invarianten Mengen sofort die
Riickrichtung.



Ergodensatz: Vorbereitung

In diesem Abschnitt sei stets (€2,.4, P, 7) ein maBerhaltendes
dynamisches System, f : Q — R messbar und

X,=fo1" neNp.

Es ist also (X)) ,cp, €in stationarer Prozess und wir bezeichnen mit

n—1
S, = Z X
k=0

die n-te Partialsumme.



Ergodensatz: Vorbereitung

Bemerkung

Jeder stationare Prozess (Xp) lasst sich mithilfe des Shifts

neNg
T:Q—Q, (Wn)pen, = (Wat1) ey,

auf diese Weise darstellen.



Ergodensatz: Vorbereitung

Lemma (Hopf'sches Maximal-Ergodenlemma)
Sei Xo € LY(P). Setze M,, = max{0, S1,...,S,}, n € N. Dann gilt

E [Xolm,>0] > 0 fiir jedes n € N.



Beweis.
Firl<k<nist M,oT > S, o7 und daher

Xo+ M,orm >Xg+ SkoT
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Beweis.
Firl<k<nist M,oT > S, o7 und daher

k—1 k—1
Xo—l—MnOT2X0+5k07':Xo—i-ZX/OT:Xo—I—ZX/_H
/=0 1=0

=Sk11-
Wegen S; = Xg und M,, > 0 gilt das das auch fiir Kk = 0 und damit
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Aus der MaBtreue von 7 und M, > 0 folgt dann

E[Xolpm,>o0] ZE[(max{S1,..., Sz} — My o7)1y,0]
=E [(M, — M, o 7) 1p,>0]
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Beweis.
Firl<k<nist M,oT > S, o7 und daher

k—1 k—1
Xo—l—MnOT2X0+5k07':Xo—i-ZX/OT:Xo—I—ZX/_H
/=0 1=0

=Sk11-
Wegen S; = Xg und M,, > 0 gilt das das auch fiir Kk = 0 und damit
Xo > max{S1,...,5,} — Mpor.
Aus der MaBtreue von 7 und M, > 0 folgt dann

E [XO]an>0] ZE [(max{Sl, e ,5,,} — Mn o T) ILM">0]
=E[(Mn — Mp o 7) Lp,>0]
2E [(Mn — Mpo7)] =E[M,] - E[M,] =0

O



Satz (Individueller Ergodensatz)
Sei f = Xo € LY(P). Dann gilt

n—1 n—1
1 1 n o0
- > X = - Y fork 25 E[Xo|Z] P-fs.
k=0 k=0
Ist speziell T ergodisch so gilt

n—1

1 n (o]

- Y X 5 E[Xo] Pfs.
k=0
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Beweis: Reduktion

Im ergodischen Fall folgt der Zusatz sofort aus der allgemeinen Aussage,
denn

E[Xo | Z] = E[X0] P-f.s.
Nach Lemma 20.07 (ii) gilt

E[Xo |Z]or =E[X |Z]  P-fs.

Daher konnen wir
Xn - ]E[XO | I]

anstelle von X, betrachten und ohne Einschrankung annehmen:

E[X, | Z] = 0.
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Beweis: Das Ziel im zentrierten Fall

Unter der Annahme
E[Xo |Z] =0

miissen wir zeigen:

50 P-f.s.
n

Setze s
Z = limsup =.
n—oo N
Fir e > 0 definieren wir
F:={Z>¢}.

Es genugt zu zeigen, dass
P(F) =0.
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Beweis: Warum gentigt P(F) = 07
Gilt fir jedes € > 0,

]P’(Iim sup i > 5) =0,

n—soo N

so folgt
lim sup& <0 P-f.s.

n—oo N

Wendet man dasselbe Argument auf —Xj an, so erhalt man

liminf & >0 P-f.s.

n—oco N

Also insgesamt

— —0 P-f.s.
n
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Beweis: Invarianz des kritischen Ereignisses

Die GroBe
1 n—1
Z = IimsuprXk
n
k=0

n—oo
andert sich durch Verschiebung entlang der Dynamik nicht.
Daher ist Z invariant.

Somit gehort
F={Z>¢}

zur invarianten o-Algebra:
Fel



Beweis: Modifizierte Folge
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Beweis: Modifizierte Folge

Setze
n—1
X =X, —elp, S, ::ZXL.
k=0
M/ = max(0,5;,...,S}), Fn:={M] > 0}.
Offenbar gilt
FiChHhC--
und
U Fn= {supS[( > 0}.
k>1

n>1

Auf F = {Z > ¢} gilt limsup,_, % > ¢, also existiert ein k mit
Sk — ke >0, also
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Beweis: Anwendung des Maximal-Ergodenlemmas

Da Xo € L}(P) und 1F beschrankt ist, gilt auch
X = Xo —elf € L1(P).

Auf die Folge (X}) wenden wir das Hopfsche Maximal-Ergodenlemma an.
Damit erhalten wir fiir jedes n:

E[X;1g] > 0.

Wegen F, 1 F folgt mit majorisierter Konvergenz
0< lim E[X15] = EPLe],
also
0 < E[X51le] = E[(Xo — €)1£] = E[E[Xo|Z]1£] — eP[F] = —cP[F]

und damit P[F] =0



Beispiel 20.26: 0-1-Gesetz der Ergodentheorie

Satz

Sei | = Ng oder | = 7Z und (X,)nei eine Folge unabhangiger und
identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten im Messraum (E,£). Auf
dem Produktraum (E' £®! IP) bezeichne

7—((Xn)nel) = (Xn+1)n€I

den Shift. Dann ist das dynamische System (E',£®! P, 1) mischend, das
heiBt:

lim P(ANT™"B) = P(A)P(B) fiir alle A,B € £¥'.

n—o0



Beweis: Approximation durch Zylindermengen

Seien A, B € £®! und € > 0 beliebig. Da die Produkt-o-Algebra von den
Zylindermengen erzeugt wird, gibt es Ereignisse A’ und B’, die nur von
endlich vielen Koordinaten abhangen, so dass

P(AAA) < g, P(BAB') < e.
Insbesondere gilt fiir jedes n € N wegen der MaBtreue des Shifts auch
P(r~"BAT""B') =P(BAB') < e.

Da A’ und B’ nur von endlich vielen Koordinaten abhangen, existiert ein
N € N, so dass fiir alle n > N die Ereignisse A’ und 77"B’ von
disjunkten Koordinatenmengen abhangen. Wegen der Unabhangigkeit der
Koordinaten sind dann A’ und 77"B’ unabhingig, also

P(A' N7 "B) =P(A)P(B') firalle n> N.



Beweis: Abschatzung

Fiur n > N folgt nun

[P(ANT"B) —P(A' N7 "B")| < P(AAA) + P(r7"BAT"B') < 2e.
Ferner gilt

IP(A) — P(A")] < P(AAA) < g, |P(B) —P(B)| <P(BAB') <.
Daher erhalten wir flir n > N

|[P(ANT"B) = P(A)P(B)| < |[P(ANT™"B) —P(A' N7 "B’)|
+ |P(A)P(B') — P(A)P(B)|.



Beweis: Grenziibergang

Mit der vorigen Unabhangigkeit und der elementaren Abschatzung
[P(A)P(B') — P(A)P(B)| < [P(A") — P(A)| + [P(B') — P(B)]
folgt fir alle n > N
|]P’(A Nr~"B) — IP’(A)]P’(B)] < Ade.
Da ¢ > 0 beliebig war, erhalten wir
nll_>ngo P(AN7T7"B) = P(A)P(B).

Also ist der Shift mischend.



Folgerung: 0-1-Gesetz fur invariante Ereignisse

Ist speziell A invariant, also 1A= A so gilt auch
T "TA=A fur alle n € N.
Mit der Mischungseigenschaft folgt dann
P(A) = P(AN 77 "A) — P(A)2.

Also

und damit
P(A) € {0,1}.

Somit ist der Shift insbesondere ergodisch.



