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Grundlagen



e Wir betrachten das d-dimensionale Gitter Z4

® Jeder Punkt ist mit seinen 2d nichsten Nachbarn verbunden
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Kanten und Graphen

Kantenmenge
Zwei Punkte x,y € Z9 sind durch eine Kante

k=(x,y) = (y,x)

verbunden, wenn gilt
[x = yll2 = 1.

Die Kantenmenge ist

K={{x,y}:x,y €Z% |x—y|2=1}.
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Kanten und Graphen

Kantenmenge
Zwei Punkte x,y € Z9 sind durch eine Kante
k={xy)=(y,x)

verbunden, wenn gilt
[x = yll2 = 1.

Die Kantenmenge ist

K={{x,y}:x,y €Z% |x—y|2=1}.

Graph

Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V, K) mit Knotenmenge V
und Kantenmenge K.
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Motivation: Perkolation

Modell eines porésen Mediums

e Das Gitter Z9 modelliert ein Netzwerk von Réhren.

e Entlang der Kanten kann Wasser flieRen.

e Jede Kante bleibt mit Wahrscheinlichkeit p erhalten und wird mit Wahrscheinlichkeit
1 — p zerstort.

Zentrale Frage
Fiir welche Werte von p

e existiert ein unendlich groBes verbundenes System?

® bestehen nur endliche verbundene Komponenten?

Aileen Knapp Perkolation 03.06.2026 6 /59



Formales Modell

Zufillige offene Kanten

Wahle p € [0,1] und eine u.i.v. Familie von Zufallsvariablen

(X/,:)kEKu X[f ~ Ber(p)7
mit
P(XP=1)=p, P(XP=0)=1-p VkekK.

Die Menge der offenen Kanten ist

KP:={ke K: Xl =1}

e KP: offene bzw. intakte Kanten

® K\ KP: geschlossene bzw. defekte Kanten
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Zufilliger Teilgraph

Kantenperkolation
Dadurch entsteht der zufillige Teilgraph

(24, KP),

den wir Perkolationsmodell bzw. Kantenperkolation nennen.

Bei der Kantenperkolation sind die Kanten offen oder geschlossen.
Die Punktperkolation betrachtet stattdessen offene oder geschlossene Punkte.
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Anschaulich: offenes Teilgitter

blaue Kanten sind offen
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Offene Pfade und Cluster

Offener Pfad
Ein offener Pfad der Lange n in dem Teilgraphen ist eine Folge

T = (X0,X1,...,Xn) mMitx; € Z4

und
(xi—1,xi) € KP firallei=1,...,n.

Cluster von x

Wir schreiben x <, y, falls x und y durch einen offenen Pfad verbunden sind, und
definieren
CP(x) :={y €Z%: x &, y}.

Das ist der zuféllige offene Cluster von x, also die Zusammenhangskomponente von x
in (Z9, KP).
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Lemma 2.40

Messbarkeit
Fiir je zwei Punkte x,y € Z9 ist
Lixespyy

eine Zufallsvariable. Insbesondere ist # CP(x) eine Zufallsvariable fiir jedes x € Z9.
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Perkolationswahrscheinlichkeit

Defintion J

Perkolation tritt ein, falls es mindestens einen unendlich groBen offenen Cluster gibt.

Wir definieren

¥(p) := PP[es gibt einen unendlich groBen offenen Cluster] =P U {#CP(x) = o0}

xeZd
als Perkolationswahrscheinlichkeit und
0(p) := P[#CP(0) = ]
als die Wahrscheinlichkeit, dass der Ursprung in einem unendlich groRen offenen Cluster
liegt.

Translationsinvarianz
0(p) = P[#CP(y) =o0]  VyeZ
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Kolmogorov'sches 0-1-Gesetz

Satz
Sei | eine abzdhlbar unendliche Indexmenge und sei (A;);c; eine unabhidngige Familie

von o-Algebren.
Dann ist die Tail o-Algebra P-trivial, d.h.

P(A) € {0,1}  fiir jedes A € T((A))ier)-
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Satz 2.43
Fiir jedes p € [0, 1] gilt

0, fallsé(p)=0
a 1, fallsd(p) >0
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Beweis von Satz 2.43: Fall 1

Fall 1: 6(p) = 0.
Mit der Translationsinvarianz gilt fiir jedes y € Z¢

B (#CP(y) = 0c) = 6(p) = 0.

Daher folgt mit der Subadditivitat

U(p) < D P(#CP(y) =o0) = Y 6(p) = 0.

yezd yezd

Also gilt ¥(p) = 0.
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Beweis von Satz 2.43: Fall 2

Fall 2: 6(p) > 0.
Sei

A= (#CP() = o).

yezd
Das Ereignis A beschreibt die Existenz eines unendlich groRen offenen Clusters.

® Das Verandern endlich vieler Kanten beeinflusst das Eintreten von A nicht
e Also liegt A in der Tail o-Algebra

® Nach dem Kolmogorov'schen 0-1-Gesetz gilt

¥(p) =P(A) € {0,1}
e Wegen ¢(p) > 0(p) > 0 kann 9»(p) nicht 0 sein

Daraus folgt

Y(p) =1
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Monotonie

Satz 2.42

Die Abbildung
0101, pes o)

ist monoton wachsend.
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Kritischer Wert

Definition
Der kritische Wert p, fiir das Auftreten von Perkolation wird definiert als

pc = inf{p € [0,1] : 6(p) > 0} = sup{p € [0,1] : 6(p) = 0}
=inf{p € [0,1] : ¥(p) = 1} = sup{p € [0,1] : ¥/(p) = 0}.

p < pc: keine Perkolation p > pc: Perkolation
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Existenz unendlicher Cluster



Existenz unendlicher Cluster

Satz 2.45
Fir d =1 gilt
pc = 1.
Fir d > 2 gilt
1 2
pc(d) € [Qd—l’ 3} :
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Behauptung
Fir d =1 gilt p. = 1. J

Sei p < 1. Definiere
A" :={3n<0: X&’n+1> =0},

At i={3n>0: XP ., =0}
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Behauptung
Fir d =1 gilt p. = 1. J

Sei p < 1. Definiere
A" :={3n<0: X&’n+1> =0},
AT :={3n>0: X<’;7n+1> =0}.

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt

P(A™) =P(AT) = 1.
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Behauptung
Fir d =1 gilt p. = 1. J

Sei p < 1. Definiere
A" :={3n<0: X&’n+1> =0},
AT :={3n>0: X<’;7n+1> =0}.

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt
P(A7) =P(AT) =1.

Also gibt es fast sicher links und rechts vom Ursprung mindestens eine geschlossene
Kante.
0(p) = P(#CP(0) = o0) = 0.
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Behauptung
Fir d =1 gilt p. = 1. J

Sei p < 1. Definiere
A" :={3n<0: X&’n+1> =0},
AT :={3n>0: X<’;7n+1> =0}.

Nach dem Lemma von Borel-Cantelli gilt
P(A7) =P(AT) =1.

Also gibt es fast sicher links und rechts vom Ursprung mindestens eine geschlossene
Kante.
0(p) = P(#CP(0) = o0) = 0.

Damit gilt fiir alle p < 1: 6(p) =0= p. = 1.
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Untere Schranke fiir p,

Betrachten nun den Fall d > 2:

Behauptung

1
2d —1°

pc =

Fiir jedes n € N gilt

0(p) = P(#CP(0) = 0o) < P(3x € CP(0) : [|x]joc = n).
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Untere Schranke fiir p,

Betrachten nun den Fall d > 2:

Behauptung

1
2d —1°

pc =

Fiir jedes n € N gilt

0(p) = P(#CP(0) = 0o) < P(3x € CP(0) : [|x]joc = n).

Sei Mo, m die Menge der selbstiiberschneidungsfreien Pfade der Lange m vom Ursprung.

#Mo.m < 2d(2d — 1)™ L.

P(7 offen) = p™.
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Untere Schranke fiir p. (Fortsetzung)

Also ist fiir p < ﬁ

0(p) <> > P(m offen)

m=n 7I'€|_|07m

<§j2d2d )™ pm
2d &

— 2d — 1 m
20,_1m§_n(( d—1)p)

B 2d
" (2d - D)(1- (2d - 1)p)

(24— 1)p)" "= 0

1
Daraus folgt pc > 557
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Obere Schranke: Reduktion auf d =2

Wir zeigen fiir d = 2:

Wl N

Pc(2) <

Warum reicht d = 27

Man kann Z9 als Teilmenge von 79+ quffassen. Wenn Perkolation in Z9 auftritt, dann
auch in Z9+1,

Daher gilt
pc(d +1) < pc(d).
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Der duale Graph

Im Fall d = 2 betrachtet man den dualen Graphen

7% = (;;) Z2.

' ' ' ' '
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
é-t-e-t-o-Lt-o-L-o-L-
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
-L-e-Ll-s-L-e-L-e-L-
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
é-t-e-L-o-L-o-L-e-L-.

Eine duale Kante kreuzt genau eine urspriingliche Kante.

Aileen Knapp
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Kontur eines endlichen Clusters

#Cy < oo = geschlossene Kontur im dualen Gitter
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Obere Schranke fiir p,

Behauptung
<2
Pc = 3
Fiir
N
Cy = U CP((i,0
i=0
gilt
N 1
E; (#CP((7,0)) = 00) = == P(#C = o0).
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Obere Schranke fiir p,

Behauptung
<2
Pe <3
Fiir
N
Cv = J CP((i,0))
i=0
gilt

N+ 1P(#CN = OO)

N
0p) = g D PAHCP((1,0)) = ) 2
i=0

Falls #Cy < o0, existiert ein geschlossener Kreis im dualen Gitter, der Cy umschlieBt.
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Konturargument

Falls ein Cluster endlich ist, muss er von einem geschlossenen Kreis im dualen Graphen
umgeben sein.

Abschatzung
Ein geschlossener dualer Kreis der Lange n hat Wahrscheinlichkeit

(1-p)"
Die Anzahl solcher Kreise kann abgeschatzt werden durch

n-3". )

Kernaussage

Fiir groRes p sind geschlossene Konturen sehr unwahrscheinlich.
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Obere Schranke fiir p. (Fortsetzung)

Sei ', die Menge aller geschlossenen Kreise der Lange n.

#I, < n3".
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Obere Schranke fiir p. (Fortsetzung)

Sei ', die Menge aller geschlossenen Kreise der Lange n.

#I, < n3".
Daher

[e.e]

P(#Cy < o0) < Z P(3~ € I', geschlossen)

n=2N
[o.¢]

<Y n3"(1-p)"
n=2N
o0

= 3 n(3(1-p)"

n=2N

Aileen Knapp Perkolation 03.06.2026 29 /59



Obere Schranke: Ende des Arguments

Fiir die Menge Cy der Punkte, die mit {0,..., N} x {0} verbunden sind, gilt

o0

P(#Cy <o0) < Y n(3(1-p))".

n=2N
Falls 3(1 — p) < 1, also p > 2/3, geht diese Wahrscheinlichkeit fiir N — oo gegen 0.

Daraus folgt

Be]
(9}
IA
Wl N
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Eindeutigkeit des unendlichen Clusters



Satz 2.47: Eindeutigkeit

Sei
Ne{0,1,2,...,00}

die zufillige Anzahl unendlich groBer offener Cluster.

Satz
Fiir jedes p € [0, 1] gilt
Pp(N <1) =

Bedeutung

Falls ein unendlicher Cluster existiert, dann ist er fast sicher eindeutig.
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Triviale Falle

® Fall 1 p = 1: Alle Kanten sind offen. Dann ist ganz Z9 ein unendlicher Cluster, also
N = 1 fast sicher.

® Fall 2 9(p) = 0: Fiir jedes x € Z9 gilt
B (#CP(x) = 00) = 0.
Da Z9 abzihlbar ist, folgt

P,(3x € 29 : #CP(x < ) Py (#CP(x) = 00) =0.

xczZd

Also ist N = 0 fast sicher.

Aileen Knapp Perkolation 03.06.2026 33 /59



Nichttrivialer Fall

Jetzt wird betrachtet
pe<(0,1) und 6(p) > 0.

Beweisstrategie
e 1.: N ist fast sicher konstant

e 2: Ein endlicher Wert m > 2 ist unmdoglich
e 3.: Der Wert oo ist unmdglich
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Ergodisches 0-1-Gesetz

Beispiel 20.26

Sei | = N oder | = Z und (X,)ne/ eine u.i.v. Folge. Sei 7 der Shiftoperator.
Dann gilt fiir jedes translationsinvariante Ereignis A:

T_l(A) =A = P(A)e{0,1}.
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Schritt 1: N ist fast sicher konstant

Zu zeigen
Po(N=m)=1 firein me{0,1,2,...,00}.
V.
Idee
Wir nutzen das 0-1-Gesetz fiir translationsinvariante Ereignisse. Das Ereignis {N = m}
hat genau diese Eigenschaft. )

Wir betrachten die Translation

7:K—= K, T({x,y)) = (x+ e,y + e1).

Aileen Knapp Perkolation 03.06.2026 36 /59



Schritt 1: Zerlegung in Schichten

Definition
Sei
Ko :={{(x1,---,xd),(¥1,---,¥q)) € K:x1 =0, y1 > 0}.
Das ist die Menge der Kanten in Z9, die zwei Punkte in {0} x Z9~! verbinden oder von
{0} x Z971 nach {1} x Z9~1 fiihren.

® Ko wird verschoben mit (7"(Ko))nez
® Die Schichten zerlegen die Kantenmenge disjunkt:

K=|]"(Ko)
neZ

e Zugehorige Zufallsvariablen:
Y= (an(k))kGKov ne 7.

Die Folge (Y,)nez ist u.i.v.
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Schritt 1: Anwendung des 0-1-Gesetzes

Setze
Y = (Yn)nez, T(Y) = (Yn+1)n€Z-
Sei A, C {0, 1}X definiert durch
{Y € An} = {N =m}.
Die Anzahl N dndert sich durch Verschieben des gesamten Gitters nicht:
{YeAn}t={r(Y) € An}

Also ist { N = m} translationsinvariant
Nach Beispiel 20.26 gilt

Po(N = m) € {0, 1} fiir alle m

Da die Ereignisse {N = m} eine Zerlegung des Wahrscheinlichkeitsraums bilden, muss
fir genau ein m

gelten
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Schritt 2: Endliche Werte m > 2

Zu zeigen
Po(N=m)=0 fir jedes m € N\ {1}. J

Widerspruchsbeweis: Angenommen, fiir ein m > 2 gilt
Pp(N =m) =1.
Fir L € N setzen wir
By ={-L,....,1}9, K. :={k=(x,y)eK:x,ye B}
Fir i = 0,1 definieren wir

D :=={X} =i Vk € K.}.
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Schritt 2: Lokale Modifikation

Modifizierte Anzahl unendlicher Cluster
° Nz: Anzahl unendlicher Cluster, wenn alle Kanten in K; gedffnet werden

° NE: Anzahl unendlicher Cluster, wenn alle Kanten in K, geschlossen werden

Wegen P,(Dj) > 0 und N = m fast sicher gilt
Nj = m fast sicher fiir i = 0, 1.

Warum?:

Wir nehmen an, dass die Anzahl unendlicher Cluster fast sicher gleich m ist. Da wir nur
endlich viele Kanten in einer festen Box verdndern und die entsprechende Konfiguration
positive Wahrscheinlichkeit besitzt, bleibt diese Aussage auch nach dem Offnen oder
SchlieBen aller Kanten in der Box giiltig. Daher gilt N? = N} = m fast sicher.
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Schritt 2: Zwei unendliche Cluster am Rand

Sei
A= ({cp(xl) N CP(x?) = @} N {#CP(xY) = #CP(x?) = oo}).

x1,x2€B|\B_1

Das ist das Ereignis, dass es zwei Punkte auf dem Rand von B, gibt, die in
unterschiedlichen unendlich grolen offenen Clustern liegen.

® Esgilt
MRINZ2) (L o)

® Analog definieren wir A? ;, wobei alle Kanten k € K als geschlossen betrachtet
werden
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Schritt 2: Ausschluss von m > 2

® Tritt A% ein, so existieren zwei Punkte x!, x* auf dem Rand von B;
® Zu jedem j = 1,2 gibt es einen unendlich langen selbstiiberschneidungsfreien offenen
Pfad 7, der in x' startet und x3~/ vermeidet

e Schlielt man alle Kanten in K, bleiben diese unendlich groRen Cluster getrennt
2 2
AL CAlo

e Wihle L so groB, dass
]P)P(A%,O) >0

o Tritt Afo ein und man offnet alle Kanten in K, dann werden die beiden unendlichen
Cluster innerhalb von B; verbunden

e Dadurch verringert sich die Anzahl unendlicher Cluster um mindestens 1
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Schritt 2: Widerspruch

Widerspruch zu Schritt 1
Es folgt
Po(Nf < NP — 1) > Pp(AZ o) > 0.

Aus Schritt 1 folgt aber
N? =N} =m fast sicher.

Dies widerspricht
NE < NP —1.
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Folge aus Schritt 2

Damit ist gezeigt:

Po(N=m)=0 fur alle m e {2,3,4,...}.

Zwischenstand

Es bleibt nur noch
N € {0,1,00}

als moglicher fast sicherer Wert.
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Schritt 3: N = co ist unmoglich

Zu zeigen
Po(N > 3) =0.
v
Idee
Wenn es mindestens drei unendliche Cluster gibe, dann miissten lokal
Trifurkationspunkte entstehen. Aber geometrisch gibt es dafiir am Rand zu wenig Platz. )

Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass
P,(N >3) >0
gilt.
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Trifurkationspunkte

Definition
Ein Punkt x € Z9 heift Trifurkationspunkt, falls

® x in einem unendlichen offenen Cluster liegt

e genau drei offene Kanten zu x fiihren

® nach Entfernen dieser drei Kanten der Cluster in drei unendliche Teile zerfallt
Wir schreiben

y

T := Menge der Trifurkationspunkte, T, := T N B,.
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Trifurkationspunkte: Erwartungswert

Sei
r:=P,(0eT).

Wegen Translationsinvarianz gilt

Epl#T1] = (#BL)r,
r=(#B) 'Ey[#T.] VL.

Bedeutung
Wenn r > 0 ist, erwartet man in B, ungefdhr r(#B;) Trifurkationspunkte.
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Drei unendliche Cluster am Rand

Sei

3
A = U ({cP(x)ncP(¥) =2} | n (ﬂ{#cp(x") = oo}> :
i=1

X17X27X3€BL\BL71 ’75./

° A‘z bedeutet: Drei verschiedene unendliche Cluster treffen den Rand von B,
® Esgilt

ALT{N =3} (L= o)
[}

Analog definieren wir A3 ;, wenn alle Kanten in K, geschlossen sind

qe A3 3
Dann gilt A} C Alo
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Aus drei Clustern werden drei Randpunkte

Fiir drei unterschiedliche Punkte x*, x?,x3 € B\ B;_1 sei F,u ,2 .2 das Ereignis, dass es
zu jedem / = 1,2, 3 einen unendlich langen selbstiiberschneidungsfreien offenen Pfad .

gibt, der

® in x' startet

® nur Kanten aus KP \ K| benutzt
e die anderen X/, Jj # i, vermeidet

Dann gilt
3
Alo C U Fii 2 3.
XlaX27X3€BL\BL71
paarweise unterschiedlich
Wihle L so groB, dass Pp(A3 ;) > 0 gilt. Dann gibt es drei unterschiedliche Punkte
x1, x2, x3 mit
]P)p(FXI’XZ,X3) > 0.
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Konstruktion eines Trifurkationspunktes

® Tritt F,1 2,3 ein, so kdnnen wir einen Punkt y € B, finden, von dem aus drei
disjunkte, nicht notwendigerweise offene Pfade 71, mp, 73 zu x1, x?, x3 fiihren

® Sei G, ,1,2,3 das Ereignis, dass in K| genau diejenigen Kanten offen sind, die zu
diesen Pfaden gehdren, und alle anderen geschlossen sind

® Die Ereignisse F,1 ,2 .3 und G, .1 ,2 3 sind unabhingig

e Falls beide eintreten, ist y ein Trifurkationspunkt
Folge

r=Py(y € T) > Pp(Fa ) (PA(1— p))#KL > 0. J
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Warum muss aber r = 0 gelten?

Wenn r > 0 ware, gibe es in einer grolen Box ungefahr

r(#BL)
Trifurkationspunkte.

Volumen gegen Rand

e Das Volumen wichst wie L9

e Der Rand wichst nur wie L9771

Jeder Trifurkationspunkt erzwingt aber mindestens einen Ausgang zum Rand. Dafiir gibt
es asymptotisch zu wenig Randpunkte.
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Formale Abschatzung: Hilfsgraph

Man konstruiert einen Hilfsgraphen H; aus
H =U U Ty,

wobei
e T, die Trifurkationspunkte in B; sind
o K, die Menge aller Kanten ist, die mindestens einen Endpunkt in B; haben

e Aquivalenzrelation R: Zwei Kanten sind dquivalent, wenn es einen offenen Pfad gibt,
der keinen Trifurkationspunkt trifft und von jeder der beiden Kanten mindestens einen
Endpunkt trifft

e U := K. /R die Menge der Aquivalenzklassen ist
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Formale Abschitzung: Struktur von H;

Definition

Jeder Punkt x € T, ist mit genau drei Punkten aus U; benachbart. Die Punkte aus U,
kénnen

® jsoliert sein

® an beliebig viele Punkte aus T, angrenzen

® nicht an Punkte aus U; angrenzen

Schleife

Eine Schleife ist ein selbstiiberschneidungsfreier endlicher Pfad, der zu seinem
Startpunkt zuriickkehrt.

Wichtig
Der Graph H, ist schleifenfrei.
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Blatter im Hilfsgraphen

Definition
degyy, (h) ist der Grad von h € Hy, also die Anzahl der Nachbarn von hin H;. Ein Punkt
h mit degy, (h) = 1 heiRt ein Blatt von H;.

Sei nun Z C H; eine Zusammenhangskomponente, die mindestens einen Punkt x € T;
enthalt. Da Z ein Baum ist, gilt

1
#Z—-1=7 > " degp, (h).
heZ
Diese Formel lasst sich so umstellen, dass man die Anzahl der Blatter bestimmen kann

#lue Z degy (u) =1} =2+ Z(degHL(h) - 2)+
hezZ

> 2+ #{h € Z:degy, (h) >3}
>2+#(ZNTL) = #T,L
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Blatter und Randpunkte

® Jedes Blatt u € H, gehort zu einem unendlich groen offenen Cluster

Daher enthalt v mindestens eine Kante, die den Rand
B\ Bi_1

berthrt

Verschiedene Blatter gehdren zu verschiedenen Clustern

Deshalb entsprechen verschiedenen Blattern verschiedene Randpunkte

Die Anzahl der Blatter kann also nicht groBer sein als die Anzahl der Randpunkte

Da es mindestens so viele Blatter wie Trifurkationspunkte gibt, folgt

#T, <#(BL\ B-1)
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Abschluss von Schritt 3

Randabschitzung
Wir erhalten

#To _ #(BL\Bi1) _d 0.

#B; — #B; T L s )
Erwartungswerte

Durch Erwartungswerte folgt

Ep[#T, B\ B
r=Py(0€T)= "f;LL] =l ;E\BLL 1) -

Also ist r = 0, im Widerspruch zu r > 0.

Daraus folgt

P,(N > 3) = 0.
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Fazit zu Satz 2.47

Wir haben gezeigt:

e N ist fast sicher konstant

e N = m mit endlichem m > 2 ist unmdglich
e N = oo ist unmaglich

Damit bleibt nur
N e {0,1} fast sicher.

Ergebnis
Pp(N<1) =
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Zusammenfassung

Existenz
Fiir d > 2 gilt
2
< d) < -.
Eindeutigkeit
Fiir jedes p € [0, 1] gilt
Pp(N<1) =

Kernaussage

Perkolation bedeutet nicht viele unendliche Cluster, sondern fast sicher hochstens einen.
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Vielen Dank fir lhre Aufmerksamkeit!
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