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4.2 Partielle und totale Ableitung

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln die grundlegenden Begri!e, Eigenschaften und Cha-

rakterisierungen der Di!erenzierbarkeit mehrdimensionaler Abbildungen. Zentrale Themen sind die

partielle und totale Di!erenzierbarkeit, Richtungsableitungen, partielle Ableitungen, das Di!erenti-

al und dessen lokale Darstellung als Jacobimatrix, sowie der Gradient und die Divergenz von Vek-

torfeldern. Beispiele umfassen komponentenweise polynomielle, exponentielle, trigonometrische und

logarithmische Abbildungen, iterierte Kompositionen und Parametrisierungen wie Zylinder- und Ku-

gelkoordinaten.
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4.2.1 Di!erenzierbarkeit elementarer Abbildungen

4.2.1.1 Di!erenzierbarkeit linearer Abbildungen

Tags Di!erential, Di!erenzierbarkeit, Lineare Abbildung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Di!erenzierbarkeit einer linearen Abbildung

gezeigt und deren Di!erential bestimmt werden.

Vorkenntnisse Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Di!erenzierbar-

keit mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.1.2 Di!erenzierbarkeit bilinearer Abbildungen

Tags Di!erential, Di!erenzierbarkeit, Bilineare Abbildung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Di!erenzierbarkeit einer bilinearen Abbildung

gezeigt und deren Di!erential bestimmt werden.

Vorkenntnisse Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Di!erenzierbar-

keit mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de


4.2. PARTIELLE UND TOTALE ABLEITUNG 276

4.2.2 Di!erential elementarer Abbildungen

4.2.2.1 Di!erential einer bilinearen Abbildung (1)

Tags Di!erential, Bilineare Abbildung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Di!erential einer bilinearen Abbildung

f : Rn → Rn
, ↑ (x, y) ↓↑ x · L(y) ,

die den Punkt (x, y) auf das Standardskalarprodukt von x und L(y)

abbildet, bestimmt. Dabei ist L : Rn ↑ Rn eine allgemeine lineare

Abbildung.

Vorkenntnisse Di!erential mehrdimensionaler Abbildungen, Di!erential bilinearer Ab-

bildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.2.2 Di!erential einer bilinearen Abbildung (2)

Tags Di!erential, Bilineare Abbildung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das Di!erential der bilinearen Abbildung

f : R2 → R2
, ↑ (x, y) ↓↑ x · L(y) ,

bestimmt werden, die den Punkt (x, y) auf das Standardskalarprodukt

von x und L(y) abbildet. Die lineare Abbildung L : R2 ↑ R2 ist durch

Angabe des Bildes einer bezüglich des Standardskalarprodukts ortho-

normalen Basis {b1, b2} definiert. Die Koe”zienten a11, a12, a21 und

a22 in den Linearkombinationen

L(b1) = a11 b1 + a21 b2, L(b2) = a12 b1 + a22 b2

werden als paarweise verschiedene ganze Zahlen zwischen ↔9 und 9

gewählt. Das Di!erential von f soll ausgewertet an Punkten (bi, bj) in

Richtung (bk, bl) mit i ↗= l und j ↗= k angegeben werden.

Vorkenntnisse Di!erential mehrdimensionaler Abbildungen, Di!erential bilinearer Ab-

bildungen

Randomisierung Die Wahl der Koe”zienten a11, a12, a21 und a22 ist zufällig. Die Aus-

wahl der Basisvektoren in den Argumenten des Di!eretials von f ist

zufällig.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.2.3 Di!erential einer quadratischen Abbildung

Tags Di!erential, Gradient, quadratische Form

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Di!erential einer quadratischen Abbildung

bestimmt.

Vorkenntnisse Di!erential mehrdimensionaler Abbildungen, Di!erential bilinearer Ab-

bildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.2.4 Di!erential der Matrixmultiplikation

Tags Di!erential, Matrixmultiplikation

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Di!erential der Matrixmultiplikation be-

stimmt.

Vorkenntnisse Di!erentials mehrdimensionaler Abbildungen, Di!erential bilinearer

Abbildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.3 Richtungsableitung, Stetigkeit und Di!erenzierbarkeit

4.2.3.1 Richtungsableitung und Stetigkeit

Tags Richtungsableitung, Stetigkeit

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird die Existenz aller Richtungsableitungen der

Funktion

f : R2 ↑ R, x = (x1, x2) ↓↑





1 x

2

1
= x2, x1 > 0 ↗= 0

0 sonst

bewiesen. Weiterhin soll gezeigt werden, dass die Funktion nicht stetig

in null ist.

Vorkenntnisse Definition und Charakterisierung von Richtungsableitung, Stetigkeit

bezüglich der euklidischen Norm und der Maximumsnorm

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion wird zufällig aus einer Liste von drei Be-

zeichnern ausgewählt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die Auf-

gabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.3.2 Richtungsableitung und Di!erenzierbarkeit

Tags Richtungsableitung, Di!erenzierbarkeit

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema In dieser Aufgabe wird die Existenz aller Richtungsableitungen der

Funktion

f : R2 ↑ R, x = (x1, x2) ↓↑






x1|x2|
→x→ x ↗= 0

0 x = 0

bewiesen. Anschließend wird mithilfe eines Lückentextes bewiesen, dass

f in null nicht di!erenzierbar ist.

Vorkenntnisse Definition und Charakterisierung von Richtungsableitung, Stetigkeit

bezüglich der euklidischen Norm, Di!erential als lineare Approxima-

tion

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion wird zufällig aus einer Liste von drei Be-

zeichnern ausgewählt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierigkeits-

grad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.4 Partielle Ableitungen und Di!erenzierbarkeit

4.2.4.1 Partielle Ableitungen und Di!erenzierbarkeit (1/3)

Tags Di!erential, Richtungsableitung, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema In dieser Aufgabe wird die Existenz aller Richtungsableitungen der

Funktion

f : R2 ↑ R, x(x1, x2) ↓↑






x3
1x2↑x1y2

x2
1+x2

2
x ↗= 0

0 x = 0

in null bewiesen. Anschließend werden die partiellen Ableitungen in

null und allen anderen Punkten mithilfe der Rechenregeln für partielle

Ableitungen bestimmt.

Vorkenntnisse Richtungsableitung, Kettenregel, Produktregel

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion f wird zufällig aus einer Liste von drei

Bezeichnern ausgewählt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierig-

keitsgrad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.4.2 Partielle Ableitungen und Di!erenzierbarkeit (2/3)

Tags Di!erential, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird die Stetigkeit aller Richtungsableitungen der

Funktion

f : R2 ↑ R, x(x1, x2) ↓↑






x3
1x2↑x1y2

x2
1+x2

2
x ↗= 0

0 x = 0

in null bewiesen. Anschließend wird mithilfe eines Lückentextes bewie-

sen, dass f in null (stetig) di!erenzierbar ist.
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Vorkenntnisse Stetigkeit, Kriterium für Di!erenzierbarkeit in Abhängigkeit der Ste-

tigkeit aller partiellen Ableitungen, ebene Polarkoordinaten

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion f wird zufällig aus einer Liste von drei

Bezeichnern ausgewählt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierig-

keitsgrad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.4.3 Partielle Ableitungen und Di!erenzierbarkeit (3/3)

Tags Di!erential, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0
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Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de


4.2. PARTIELLE UND TOTALE ABLEITUNG 288

Thema In dieser Aufgabe werden die zweiten partiellen Ableitungen der Funk-

tion

f : R2 ↑ R, x(x1, x2) ↓↑






x3
1x2↑x1y2

x2
1+x2

2
x ↗= 0

0 x = 0

in null als Richtungsableitungen der ersten partiellen Ableitung be-

stimmt. Anschließend wird mithilfe eines Lückentextes widerlegt, dass

f in null zweimal di!erenzierbar ist.

Vorkenntnisse Satz von Schwarz, Eigenschaften der Hessematrix, partielle Ableitungen

erster und zweiter Ordnung, Richtungsableitung

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion f wird zufällig aus einer Liste von drei

Bezeichnern ausgewählt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierig-

keitsgrad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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4.2.4.4 Allgemeine Gasgleichung 2

Tags Di!erenzierbarkeit, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das durch die Allgemeine Gasgleichung

V =
RT n

p

beschriebene Volumen V als Funktion von Druck p und Temperatur T

untersucht. In Aufgabenteil (a) sollen die partiellen Ableitungen erster

Ordnung bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll durch Ergänzen

eines Lückentextes begründet werden, dass V stetig di!erenzierbar in

jedem Punkt des Definitionsbereichs ist.
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Vorkenntnisse Richtungsableitungen, Kriterium für die Di!erenzierbarkeit einer Ab-

bildung

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

Bemerkung Aufgabe 1.1.2.2 behandelt ebenfalls die Allgemeine Gasgleichung im

Themenfeld von Äquivalenzumformungen von Gleichungen.
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4.2.5 Berechnung von partiellen Ableitungen

4.2.5.1 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (1)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Jörg Härterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen rationale Funktion f dritter Ordnung in zwei

Veränderlichen x und y mithilfe der Produkt- und Kettenregel bestimmt

werden. Die Funktion f ist von der Form

f(x, y) = a3 x
b1 y

b2 + a2 x
c21 y

c22 + a1 x
c11 y

c12 ,

wobei ai ↘ {↔1,+1}, bj ↘ N und cij ↘ N0 mit

b1 + b2 = 3 und ci1 + ci2 = i

für alle i ↘ {1, 2, 3} und alle j ↘ {1, 2} gewählt werden. Aufgrund der

Wahl von b1 und b2 ist das Monom dritten Grades stets bivariat.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von rationalen Funktionen

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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Randomisierung Die Koe”zienten a1, a2, a3 und die Exponenten b1, b2, c11, c212, c21, c22

werden zufällig ausgewählt.

Anpassung Die Koe”zienten und Exponenten können angepasst werden.

Überprüfen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehörigen Funk-

tionsgraphen. Bitte verwenden Sie für die Anpassung dieser Aufgabe

nur den Moodle-Texteditor (siehe Empfohlener Editor).

Verbotene Wörter di!, di!x

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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4.2.5.2 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (2)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Jörg Härterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und

zweiten Ordnung einer reellen gebrochen-rationalen Funktion f in

zwei Veränderlichen x und y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der

Produkt- und Kettenregel bestimmt werden. Die Funktion f ist von der

Form

f(x, y) =
a3 x

b1 yb2

a2 x
c21 yc22 + a1 x

c11 yc12
,

wobei ai ↘ {↔1,+1}, bj ↘ N und cij ↘ N0 mit

b1 + b2 = 3 und ci1 + ci2 = i

für alle i ↘ {1, 2, 3} und alle j ↘ {1, 2} gewählt werden. Aufgrund der

Wahl von b1 und b2 ist das Zählerpolynom ein bivariates Monom dritten

Grades.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von gebrochen-rationalen Funktionen

Randomisierung Die Koe”zienten a1, a2, a3 und die Exponenten b1, b2, c11, c212, c21, c22

werden zufällig ausgewählt.

Anpassung Die Koe”zienten und Exponenten können angepasst werden.

Überprüfen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehörigen Funk-

tionsgraphen. Bitte verwenden Sie für die Anpassung dieser Aufgabe

nur den Moodle-Texteditor (siehe Empfohlener Editor).

Verbotene Wörter di!, di!x

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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4.2.5.3 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (3)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Jörg Härterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Veränderlichen x und y

mithilfe der Produkt- und Kettenregel bestimmt werden. Die Funktion

f ist von der Form

f(x, y) = g(a2 x
b1 y

b2 + a1 x
c1 y

c2),

wobei g ↘ {cos, sin}, ai ↘ {↔1,+1} und bj , cj ↘ N0 mit

b1 + b2 = 2 = c1 + c2 und bj ↗= cj

für alle i ↘ {1, 2, 3} und alle j ↘ {1, 2} gewählt werden.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von rationalen und trigonometrischen

Funktionen

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de


4.2. PARTIELLE UND TOTALE ABLEITUNG 296

Randomisierung Die Koe”zienten a1, a2, a3 und die Exponenten b1, b2, c1, c2 werden

zufällig ausgewählt.

Anpassung Die Koe”zienten und Exponenten können angepasst werden.

Überprüfen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehörigen Funk-

tionsgraphen. Bitte verwenden Sie für die Anpassung dieser Aufgabe

nur den Moodle-Texteditor (siehe Empfohlener Editor).

Verbotene Wörter di!, di!x

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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4.2.5.4 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (4)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Jörg Härterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Veränderlichen x und

y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der Produkt- und Kettenregel

bestimmt werden. Die Funktion f ist von der Form

f(x, y) = a3 g(a2 x
b1 y

b2 h(a1 x
b2 y

b1)),

wobei g, h ↘ {cos, sin}, ai ↘ {↔1,+1} und bj ↘ N0 mit b1 + b2 = 1 für

alle i ↘ {1, 2, 3} und alle j ↘ {1, 2} gewählt werden.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von trigonometrischen Funktionen

Randomisierung Die Koe”zienten a1, a2, a3 und die Exponenten b1, b2 werden zufällig

ausgewählt.

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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Anpassung Die Koe”zienten und Exponenten können angepasst werden.

Überprüfen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehörigen Funk-

tionsgraphen. Bitte verwenden Sie für die Anpassung dieser Aufgabe

nur den Moodle-Texteditor (siehe Empfohlener Editor).

Verbotene Wörter di!, di!x

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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4.2.5.5 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (5)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Jörg Härterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Veränderlichen x und

y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der Produkt- und Kettenregel

bestimmt werden. Die Funktion f ist von der Form

f(x, y) = a2 ln
(
a1 x

b1 y
b2 ↔ a1 x

c1 y
c2
)
,

wobei ai ↘ {↔1,+1} und bj , cj ↘ N0 mit

b1 + b2 = 2 = c1 + c2 und bj ↗= cj

für alle i, j ↘ {1, 2} gewählt werden.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von rationalen und logarithmischen Funk-

tionen

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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Randomisierung Die Koe”zienten a1, a2 und die Exponenten b1, b2, c1, c2 werden zufällig

ausgewählt.

Anpassung Die Koe”zienten und Exponenten können angepasst werden.

Überprüfen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehörigen Funk-

tionsgraphen. Bitte verwenden Sie für die Anpassung dieser Aufgabe

nur den Moodle-Texteditor (siehe Empfohlener Editor).

Verbotene Wörter di!, di!x

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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4.2.5.6 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (6)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Jörg Härterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Veränderlichen x und

y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der Produkt- und Kettenregel

bestimmt werden. Die Funktion f ist von der Form

f(x, y) = a1 g1(h2(x
b2 y

b2) + a2 x
b2 y

b1),

wobei g ↘ {cos, sin}, h1, h2 ↘ {ln, g} mit h1 ↗= h2, ai ↘ {↔1,+1} und

bj ↘ N0 mit b1 + b2 = 1 für alle i, j ↘ {1, 2, 3} gewählt werden.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von trigonometrischen Funktionen

Randomisierung Die Koe”zienten a1, a2 und die Exponenten b1, b2 werden zufällig aus-

gewählt.

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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Anpassung Die Koe”zienten und Exponenten können angepasst werden.

Überprüfen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehörigen Funk-

tionsgraphen. Bitte verwenden Sie für die Anpassung dieser Aufgabe

nur den Moodle-Texteditor (siehe Empfohlener Editor).

Verbotene Wörter di!, di!x

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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4.2.6 Berechnung von Di!erential und Jacobimatrix

4.2.6.1 Di!erential einer komponentenweise definierten Abbildung (1)

Tags Di!erential, Exponentialfunktion, Trigonometrische Funktionen

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Di!erential einer komponentenweise definier-

ten Funktion F : R3 ↑ R2, (x, y, z) ↑ F (x, y, z) vermöge der Ketten-

und Produktregel berechnet. Die Komponenten von F sind Summen

polynomieller, trigonometrischer und exponentieller Funktionen. Jeder

Summand ist von der Form

w
a
, cos(wa), sin(wa), oder exp(w),

wobei w ↘ {x, y, z} und a ↘ {1, 2, 3} für jeden Summand paarweise

verschieden von den übrigen Summanden gewählt werden.

Vorkenntnisse Di!erential mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion wird zufällig aus einer Liste von drei

Bezeichnern ausgewählt. Der Grad a der polynomiellen Anteile wird

zufällig aus einer Liste ausgewählt. Die polynomiellen, trigonometri-

schen und exponentiellen Anteile der Funktionskomponenten werden

mithilfe einer Liste zufällig ausgewählt. Dies hat gegebenenfalls Ein-

fluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

Anpassung Die Liste der Bezeichner und der Exponenten kann beliebig geändert

oder ergänzt werden.

Verbotene Wörter di!, di!x

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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4.2.6.2 Di!erential einer komponentenweise definierten Abbildung (2)

Tags Di!erential, Exponentialfunktion, Trigonometrische Funktionen

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Di!erential einer komponentenweise definier-

ten Funktion F : R3 ↑ R2, (x, y, z) ↑ F (x, y, z) vermöge der Ketten-

und Produktregel berechnet. Die Komponenten von F sind Summen

polynomieller, trigonometrischer und exponentieller Funktionen. Jeder

Summand ist von der Form

±u
a
f(±v), ±w (g(±w u))b, ±h(±v

c
w), oder ± (±w)d,

wobei u, v, w ↘ {x, y, z}, a, b, c ↘ {1, 2, 3, 4} und f, g, h ↘ {cos, sin, exp}
jeweils paarweise verschieden gewählt werden.

Vorkenntnisse Di!erential mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion wird zufällig aus einer Liste von drei Be-

zeichnern ausgewählt. Die Exponenten a, b, c werden zufällig aus einer

Liste ausgewählt. Die polynomiellen, trigonometrischen und exponen-

tiellen Anteile f, g, h der Funktionskomponenten werden mithilfe einer

Liste zufällig ausgewählt. Die Vorzeichen der Summanden und Argu-

mente werden zufällig aus einer Liste ausgewählt. Dies hat gegebenen-

falls Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

Anpassung Die Liste der Bezeichner und der Exponenten kann beliebig geändert

oder ergänzt werden.

Verbotene Wörter di!, di!x

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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4.2.6.3 Jacobimatrix einer iterierten Abbildung (1)

Tags Di!erential, Jacobimatrix

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird die Jacobimatrix der Abbildung

f : R2 ↑ R2
, (x1, x2) ↓↑ ((↔1)kx2 + a, (↔1)k+1

x1 + b)

mit k ↘ {↔1,+1} und die Jacobimatrix ihrer n-fach Iterierten be-

stimmt. Das Di!erential von f entspricht an jedem Punkt einer Drehung

um ω
2
.

Vorkenntnisse Kettenregel, Jacobimatrix

Randomisierung Der Parameter k wird zufällig als +1 oder -1 gewählt, was die Richtung

der Drehung bestimmt. Der Parameter n wird als positive ganze Zahl

zwischen 14 und 95 gewählt. Die Parameter a und b werden als ganze

Zahlen zwischen ↔5 und 5 gewählt. Der Bezeichner der Funktion f wird

zufällig aus einer Liste von drei Bezeichnern ausgewählt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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4.2.6.4 Jacobimatrix einer iterierten Abbildung (2)

Tags Di!erential, Jacobimatrix

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird die Jacobimatrix einer polynomiellen Abbildung

f : R2 ↑ R2 und die Jacobimatrix ihrer n-fach Iterierten jeweils an null

bestimmt. Die Abbildung f besitzt an null einen Fixpunkt und deren

Jacobimatrix an null ist eine nilpotente (2→ 2)-Matrix.

Vorkenntnisse Kettenregel, Jacobimatrix

Randomisierung Die Koe”zienten der polynomiellen Abbildung f werden zufällig so aus-

gewählt, dass die oben genannten Eigenschaften von f erhalten bleiben.

Der Bezeichner der Funktion f wird zufällig aus einer Liste von drei Be-

zeichnern ausgewählt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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4.2.7 Gradient und Divergenz

4.2.7.1 Divergenz des Gradientenfeldes einer quadratischen Abbildung (1)

Tags quadratische Form, Gradient, Divergenz, Laplace-Operator

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird die Divergenz des Gradientenfeldes der quadra-

tischen Abbildung / Form

f : R2n ↑ R, x ↓↑ x ·A(x)

bestimmt. Dabei ist A eine lineare Abbildung, die den k-ten Basisvektor

bk einer Orthonormalbasis auf (↔1)k±1
bk abbildet.

Vorkenntnisse Definition des Gradienten, Definition der Divergenz, Spur als Summe

der Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit

Randomisierung Der Exponent der Koe”zienten (↔1) in der Definition der linearen Ab-

bildung A wird zufällig aus k + 1 und k–1 ausgewählt. Dies hat keinen

Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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4.2.7.2 Divergenz des Gradientenfeldes einer quadratischen Abbildung (2)

Tags quadratische Form, Gradient, Divergenz, Laplace-Operator

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird die Divergenz des Gradientenfeldes der quadra-

tischen Abbildung / Form

f : Rn ↑ R, x ↓↑ x ·A(x)

bestimmt. Dabei ist A eine lineare Abbildung, die den k-ten Basisvektor

bk einer Orthonormalbasis auf ±k bk abbildet.

Vorkenntnisse Definition des Gradienten, Definition der Divergenz, Spur als Summe

der Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit, Gaußsche Summenformel

Randomisierung Das Signum der Koe”zienten in der Definiton der linearen Abbildung

A wird zufällig als positiv oder negativ ausgewählt. Dies hat keinen

Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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4.2.8 Koordinaten, Karten und Parametrisierungen

4.2.8.1 Zylinderkoordinaten

Tags Zylinderkoordinaten, Di!erential, Funktionaldeterminante, Rotati-

onskörper

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Di!erential und die Funktionaldeterminan-

te der Parametrisierung in Zylinderkoordinaten bestimmt. Anhand der

Funktionaldeterminante wird untersucht, wo das Di!erential injektiv

ist.

Vorkenntnisse Di!erential mehrdimensionaler Abbildungen, Charakterisierung der In-

jektivität linearer Abbildung

Randomisierung keine

Anpassung keine

Verbotene Wörter di!, di!x, determinant

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
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4.2.8.2 Kugelkoordinaten

Tags Kugelkoordinaten, Di!erential, Funktionaldeterminante, Rotati-

onskörper

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Di!erential und die Funktionaldeterminante

der Parametrisierung in Kugelkoordinaten bestimmt.

Vorkenntnisse Di!erential mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Verbotene Wörter di!, di!x, determinant

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
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4.2.8.3 Toruskoordinaten

Tags Toruskoordinaten, Di!erential, Funktionaldeterminante, Rotati-

onskörper

Screenshot (Stand 05.07.2023)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Di!erential und die Funktionaldeterminante

der Parametrisierung in Toruskoordinaten bestimmt.

Vorkenntnisse Di!erential mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Verbotene Wörter di!, di!x, determinant

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
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4.2.8.4 Stereographische Projektion

Tags Di!erential, Parametrisierung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe werden die stereographische Projektion, deren Inverse

und deren Di!erential bestimmt.

Vorkenntnisse Schnitt zwischen Geraden und Niveaulinien, Di!erential mehrdimensio-

naler Abbildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
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’
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