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4.2 Partielle und totale Ableitung

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln die grundlegenden Begriffe, Eigenschaften und Cha-
rakterisierungen der Differenzierbarkeit mehrdimensionaler Abbildungen. Zentrale Themen sind die
partielle und totale Differenzierbarkeit, Richtungsableitungen, partielle Ableitungen, das Differenti-
al und dessen lokale Darstellung als Jacobimatrix, sowie der Gradient und die Divergenz von Vek-
torfeldern. Beispiele umfassen komponentenweise polynomielle, exponentielle, trigonometrische und

logarithmische Abbildungen, iterierte Kompositionen und Parametrisierungen wie Zylinder- und Ku-

gelkoordinaten.
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4.2.1 Differenzierbarkeit elementarer Abbildungen

4.2.1.1 Differenzierbarkeit linearer Abbildungen

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Differential, Differenzierbarkeit, Lineare Abbildung
(Stand 29.07.2024)

Sei f: R" - R™ eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass f differenzierbar in jedem Punkt a € R" ist. Gehen Sie
dazu wie folgt vor.

(a) Bestimmen Sie eine lineare Abbildung L : R"” — R™, sodass die Abbildung

r RO (a) o 7, x o T = S@ = L= a)

[lx = all
stetig durch null nach {a} fortgesetzt werden kann. Es bezeichne || - || die euklidische Norm. Geben Sie L(x) fiir alle
x € R" an.
Esist L =

(b) Um die stetige Fortsetzbarkeit der Abbildung r, mit der von lhnen in Aufgabenteil (a) angegebenen Abbildung L zu
beweisen, geben Sie zu beliebigem £ > 0 ein 5 > 0 an, sodass fiiralle x € R" \ {a} mit [|x — a|| < § gilt

[Ira(x) = Ol < &.

Esist6 =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit einer linearen Abbildung
gezeigt und deren Differential bestimmt werden.

Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit mehrdimensionaler Abbildungen

keine

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.1.2 Differenzierbarkeit bilinearer Abbildungen

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Differential, Differenzierbarkeit, Bilineare Abbildung
(Stand 29.07.2024)

Sei f: R"X R" — R! eine bilineare Abbildung. Da f insbesondere stetig ist, existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass !

If Gl < e G pli?

fiir alle (x, y) € R" X R™ ist. Dabei bezeichne || - || die euklidische Norm. Zeigen Sie, dass f differenzierbar in jedem
Punkt (a, b)) € R" X R™ ist. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

(a) Bestimmen Sie dazu eine lineare Abbildung L : R” X R™ — R', sodass die Abbildung
f(x,y) = fla,b) — L((x, y) — (a, b))
I, ») = (a. D)l
stetig durch null nach {(a, b)} fortgesetzt werden kann. Geben Sie L(x, y) firr alle (x, y) € R” X R" an.

Tap P R"XR"\ {(@,0)} > R, (x,y) ~

Esist L(x,y) =

(b) Um die stetige Fortsetzbarkeit der Abbildung 7, mit der von Ihnen in Aufgabenteil (a) angegebenen Abbildung L
zu beweisen, geben Sie zu beliebigem &€ > 0 ein und falls méglich das gréBte 6 > 0 an, sodass fir alle
(x,y) € R" x R™\ {(a,b)} mit ||(x, y) — (a, b)|| < & die Ungleichung

17y (x,») = O] < e.

erflillt ist. Geben Sie dabei € als epsilon ein.
Esistd =

» Zur Forderung eines, falls méglich, gréBten 6 > 0

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit einer bilinearen Abbildung
gezeigt und deren Differential bestimmt werden.

Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit mehrdimensionaler Abbildungen

keine

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.2 Differential elementarer Abbildungen

4.2.2.1 Differential einer bilinearen Abbildung (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

Differential, Bilineare Abbildung
(Stand 29.07.2024)

Sei L : R” — R" eine lineare Abbildung. Betrachten Sie die Funktion
fR'"XR" > R,(x,y) = x - L(y),
die zwei Vektoren x und y auf das Standardskalarprodukt x - L (y) von x und L(y) abbildet.

Bestimmen Sie das Differential D f(x, y)(v, w) von f am Punkt (x,y) in Richtung (v, w). Geben Sie dabei das
Skalarprodukt x - y als x.y ein.

Esist D f(x, y)(v, w) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Differential einer bilinearen Abbildung
fiR" xR, = (2,y) = - L(y),

die den Punkt (z,y) auf das Standardskalarprodukt von z und L(y)
abbildet, bestimmt. Dabei ist L : R® — R" eine allgemeine lineare
Abbildung.

Differential mehrdimensionaler Abbildungen, Differential bilinearer Ab-
bildungen

keine

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.2.2 Differential einer bilinearen Abbildung (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differential, Bilineare Abbildung
(Stand 29.07.2024)

Sei {b}, by} eine Orthonormalbasis des R? beziiglich des Standardskalarprodukts und sei L : R?> — R? die lineare
Abbildung mit

L(b)) =8by+7by,
L(by) =9by+3b;
Betrachten Sie die Funktion
fiRPXR? 5 R, (x,3) = x- L(y),
die zwei Vektoren x und y auf das Standardskalarprodukt x - L (y) von x und L(y) abbildet.

Bestimmen Sie das Differential D f(by, b>)(by, by) von f am Punkt (by, by) in Richtung (by, by).
Esist D f(by, b2)(by, bo) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll das Differential der bilinearen Abbildung

fRPXR?, = (2,y) = 2 L(y),

bestimmt werden, die den Punkt (z,y) auf das Standardskalarprodukt
von x und L(y) abbildet. Die lineare Abbildung L : R? — R? ist durch
Angabe des Bildes einer beziiglich des Standardskalarprodukts ortho-
normalen Basis {b1,b2} definiert. Die Koeffizienten a;;, aja, as; und

as9 in den Linearkombinationen
L(b1) = a11 b1 + a1 b2,  L(b2) = a12b1 + az2 by

werden als paarweise verschiedene ganze Zahlen zwischen —9 und 9
gewéhlt. Das Differential von f soll ausgewertet an Punkten (b;,b;) in
Richtung (bg, b;) mit ¢ # [ und j # k angegeben werden.

Differential mehrdimensionaler Abbildungen, Differential bilinearer Ab-
bildungen

Die Wahl der Koeffizienten ai1, a1z, as; und aqo ist zufillig. Die Aus-
wahl der Basisvektoren in den Argumenten des Differetials von f ist
zuféllig.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.2.3 Differential einer quadratischen Abbildung

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Differential, Gradient, quadratische Form

(Stand 29.07.2024)

Sei L : R" — R" eine beziiglich des Standardskalarprodukts selbstadjungierte lineare Abbildung. Betrachten Sie die
Funktion

fiR"> R, x> x-L(x),
die einen Vektor x auf das Standardskalarprodukt x + L (x) von x und L (x) abbildet.

(a) Bestimmen Sie das Differential D f(x)(v) von f am Punkt x in Richtung v. Geben Sie dabei das Skalarprodukt x - y
als x.y ein.

Esist Df(x)(v) =

(b) Bestimmen Sie den Gradienten grad f(x) von f am Punkt x.

Esist grad f(x) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Differential einer quadratischen Abbildung
bestimmt.

Differential mehrdimensionaler Abbildungen, Differential bilinearer Ab-
bildungen

keine

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.2.4 Differential der Matrixmultiplikation

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Differential, Matrixmultiplikation

(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung
fiR™xR™ > R™ (A,B)~ A- B,

die zwei (n X n)-Matrizen A und B auf deren Matrixprodukt A - B abbildet. Bestimmen Sie das Differential
Df(A, B)(X,Y) von f am Punkt (A, B) in Richtung (X, Y). Geben Sie dabei das Matrixprodukt A - B als A.5 ein.

Esist Df(A, B)(X,Y) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Differential der Matrixmultiplikation be-
stimmt.

Differentials mehrdimensionaler Abbildungen, Differential bilinearer
Abbildungen

keine

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.3 Richtungsableitung, Stetigkeit und Differenzierbarkeit

4.2.3.1 Richtungsableitung und Stetigkeit

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Richtungsableitung, Stetigkeit
(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

2 —
h:quR,x:(Xl,xz)r—»{l & =5 @ >0
0 sonst

In dieser Aufgabe sollen Sie (in mehreren Schritten) zeigen, dass alle Richtungsableitungen von 4 in Null existieren, aber
h in Null nicht stetig und damit insbesondere nicht differenzierbar ist.

(a) Zeigen Sie, dass fir alle v = (v, 03) € R? die Funktion R — R, t = h(tv) differenzierbar in null ist. Geben Sie
dazu eine Zahl a, € R an, sodass die Funktion

h(tv)=h(0)
= t#0

rl,:[R—>IR,r>—>{
a, t=0

stetig in null ist. Geben Sie v; und v, gegebenenfalls als v1, v2 ein.

Esista, =

(b) Beweisen Sie die Aussage in Aufgabenteil (a), indem Sie zu beliebigem & € ]0, 1[ ein und, falls méglich, das gréBte
& > 0 angeben, sodass |r,(f) — r,(0)| < € fiir alle € R mit [t — 0] < & ist. Geben Sie den Betrag einer Zahl z als
abs(z) ein.

Unterscheiden Sie die folgenden zwei Falle:
(i) Fir vjvy < 0isté =
(i) Fir vjvp > Qist6 =

» Forderung eines, falls méglich, gréBten 6 > 0

(c) Geben Sie fiir alle 5 € 10, 1[ einen Punkt x € R? an, sodass ||x = O]l max = & ist und sodass |A(x) — h(0)] > 1
ist. Dabei bezeichne || - || max die Maximumsnorm auf R%. Geben Sie 6 als delta und einen Punkt (a, b)) € R? als [a,b]
ein.

Esistx = (x1,X2) =

» Forderung eines Punkts x mit [|x — 0| pax = &
» Wahl der Maximumsnorm || - || max

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird die Existenz aller Richtungsableitungen der

Funktion

1 22 =29, 20 >0#0
f:R2 R, 2= (x1,20) ! S a
0 sonst

bewiesen. Weiterhin soll gezeigt werden, dass die Funktion nicht stetig
in null ist.

Definition und Charakterisierung von Richtungsableitung, Stetigkeit
beziiglich der euklidischen Norm und der Maximumsnorm

Der Bezeichner der Funktion wird zufillig aus einer Liste von drei Be-
zeichnern ausgewahlt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die Auf-
gabe.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.3.2 Richtungsableitung und Differenzierbarkeit

Tags Richtungsableitung, Differenzierbarkeit
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

X1 |xa| 0
hiR SR x=(px) o 4 T *70
0 x=0
Dabei bezeichne || - || die euklidische Norm auf R2. Zeigen Sie, dass alle Richtungsableitung von A in null existieren,

obwohl 4 in null nicht differenzierbar ist.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von h auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]* in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph [J). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter 4 wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=010m

O—— az=0651

(a) Zeigen Sie, dass fur alle v = (v}, 07) € R? die Funktion R — R, t — h(tv) differenzierbar in null ist. Geben Sie
dazu eine Zahl g, € R an, sodass die Funktion

h(tv)=h(0)
—— t#0
r,,:R—>IR,t>—>{ =y #
a, t=0
stetig in null ist. Geben Sie v; und v, als v1, v2 und den Absolutbetrag einer Zahl z als abs(z) ein. Unterscheiden Sie
dazu die folgenden beiden Félle.

(i) Firv = O ista, =
(ii) Fir v # O ista, =
(b) Beweisen Sie die Aussagen in Aufgabenteil (a), indem Sie zu beliebigem € € ]0, 1[ ein und, falls méglich, das gréBte

6 > 0 angeben, sodass |r,(t) — r,(0)] < & fir alle t € R mit |t — 0] < § ist. Unterscheiden Sie dazu die folgenden
beiden Falle.

(i) Firo = 0ist6 =
(ii) Fiir v # 0 ist & =

» Forderung eines, falls méglich, gréBten 6 > 0

(c) Beweisen oder widerlegen Sie mithilfe von Aufgabenteil (a), dass h differenzierbar in null ist. Vervollstandigen Sie
dazu den folgenden Lickentext.

Die Funktion A ist |:| differenzierbar in null, da die Funktion

R2—>R,u»—>av

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema In dieser Aufgabe wird die Existenz aller Richtungsableitungen der
Funktion
z1|zs|
z#0
fiR? SR, = (z1,25) — {17l #
0 z=0

bewiesen. Anschlieflend wird mithilfe eines Liickentextes bewiesen, dass
f in null nicht differenzierbar ist.

Vorkenntnisse Definition und Charakterisierung von Richtungsableitung, Stetigkeit
beziiglich der euklidischen Norm, Differential als lineare Approxima-
tion

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion wird zufillig aus einer Liste von drei Be-
zeichnern ausgewéhlt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierigkeits-
grad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.4 Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit

4.2.4.1 Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit (1/3)

Tags Differential, Richtungsableitung, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Betrachten Sie die Funktion
f: R? - R, x = (x1,x3) — { = ;‘;:"1 %= O.
0 x=0

Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f. Gehen Sie dabei wie folgt vor.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie konnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugeharige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=010m

—0 az=-065T

(a) Zeigen Sie, dass fur alle v = (vy,03) € R? die Funktion R — R, t = f(tv) differenzierbar in null ist. Geben Sie
dazu eine Zahl a, € R an, sodass die Funktion
S@av)—-f©0)
—— t#0
rv:R—>IR,r>—>{ =0 #
a, t=0
stetig in null ist.

Esista, =

(b) Beweisen Sie die Aussage in Aufgabenteil (a), indem Sie zu beliebigem £ € ]0, 1[ ein und, falls méglich, das gréBte
& > 0 angeben, sodass |r,(t) — r,(0)| < & fir alle t € R mit |t — 0] < § ist. Geben Sie € als epsilon und ein die
Komponenten vy, v, von v als v1, v2 ein.

(i) Fir vjv, = vy03 isté =
(ii) Fiir 03 vy # 0103 ist6 =

» Forderung eines, falls méglich, gréBten 6 > 0

(c) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f am Punkt x = (0,0) € R2.
Unterscheiden Sie die folgenden Falle:

S o of _

(i) Fir x = O ist E(x) =

(i) Fir x = 0 ist 22 (x) =

(d) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an Punkten x = (x|, X3) € R? \ {0}.
S . of
(i) Fir x # O ist a—x‘(x) =

(i) Fiir x # 0 ist %(x) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

In dieser Aufgabe wird die Existenz aller Richtungsableitungen der
Funktion

23x0—x

1m§+zéy2 T # O

0 z=0

f:R? SR, x(z1,22) —

in null bewiesen. AnschlieBend werden die partiellen Ableitungen in
null und allen anderen Punkten mithilfe der Rechenregeln fiir partielle
Ableitungen bestimmt.

Richtungsableitung, Kettenregel, Produktregel

Der Bezeichner der Funktion f wird zufillig aus einer Liste von drei
Bezeichnern ausgewihlt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierig-
keitsgrad der Aufgabe.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.4.2 Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit (2/3)

Tags Differential, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

3 3
X7 X2=X| X3
— x#0
g:R2_’R.x2(X1,x2)I—>{ X34} #
0 x=0
und deren partielle Differentiale erster Ordnung
3xxn-x 2x1 (x] xa—x1 x3)
2 — - ———— x#0
a_;i TR2 5 R, x = (x1,X) 34x (B # ’
0 x=0
B3xx2 2% (¥ x-x x))
% . R’ = SR - R x 20
7o RE=2 R x = (x1,x) = x3+xi (3+3)
0 x=0

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von g auf dem Einheitsquadrat [—1, 11 in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (J). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter g wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @). Der Gradient von g ist als Vektorpfeil dem Funktionsargument angeheftet (Pfeil ->).

el=010m

—0 az=-0.65m

(a) Zeigen Sie, dass die partiellen Ableitungen erster Ordnung von g stetig in null sind. Geben Sie dazu fiir jedes
beliebige € € ]0, 1[ ein und, falls méglich, das gréBte 6 > 0 an, sodass

L@ - Zo)|<e
firalle x € R? mit [|x — O|| < & ist. Dabei bezeichne || - || die euklidische Norm auf R?. Geben Sie & als epsilon ein.
Unterscheiden Sie die folgenden zwei Falle:
(i) Firi = 1ist5 =
(ii) Firi = 2 ist 6 =

» Forderung eines, falls méglich, gréBten 5 > 0

(b) Beweisen oder widerlegen Sie mithilfe von Aufgabenteil (a), dass g differenzierbar in null ist. Vervollstandigen Sie
dazu den folgenden Lickentext.

Die Abbildung g ist *#‘ differenzierbar in null, da deren $ | in null 3
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe wird die Stetigkeit aller Richtungsableitungen der
Funktion

3
TIT2—T1Y2
S22 x#£0
fiR? 5 R, 2(xy,29) oty
0 z=0

in null bewiesen. Anschlieflend wird mithilfe eines Liickentextes bewie-

sen, dass f in null (stetig) differenzierbar ist.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto:%20benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

4.2. PARTIELLE UND TOTALE ABLEITUNG 286

Vorkenntnisse Stetigkeit, Kriterium fiir Differenzierbarkeit in Abhéngigkeit der Ste-
tigkeit aller partiellen Ableitungen, ebene Polarkoordinaten

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion f wird zufillig aus einer Liste von drei
Bezeichnern ausgewihlt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierig-
keitsgrad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.4.3 Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit (3/3)

Tags Differential, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

3 3
X X3—x1 X3

x#0
iR S R, x = (x1,x) — { x3+x? #
0 x=0
und deren partielle Differentiale erster Ordnung
3 x3 x,—x3 2x; (X3 x2—x1 %3
VR LR x= I::zA_il(;’,;' ) x#0
Ik - R, x=(x1,x) ~ g (x3+x3) .
0 x=0
3 2 3 3
¥-3xx3 23 (¥ xn-x x3)
S " R2S5 R x= Ty ; 22 x#0
ol X = (X1, %) & B (x3+x1) .
0 x=0

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x;-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt ®). Der zugeharige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt ®). Der Gradient von f ist als Vektorpfeil dem Funktionsargument angeheftet (Pfeil ).

el=0.10T

az=-0.651

(a) Bestimmen Sie die Komposition der partiellen Ableitung erster Ordnung von f in x; mit der Kurve ¢; : R — [RZ,
t > te; am Punkt? € R. Dabei bezeichne e; den i-ten Standardbasisvektor von R2.

Unterscheiden Sie die folgenden vier Falle:

(i) Es ist % ocy(t) =

(ii) Es ist :Tfl o co(t) =

(i) Es ist ;’—sz oci(t) =

(iv) Es ist :—){2 o co(f) =

(b) Bestimmen Sie mithilfe von Aufgabenteil (a) die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an null.

Unterscheiden Sie die folgenden vier Falle:

2/0,0) =

(i) Es ist P

(i) Es ist =20, 0) =

Ixa0x;

(i) Es ist dx"f—dfxz(o, 0) =

(iv) Es ist ?:—{(0, 0) =
x5

(c) Beweisen oder widerlegen Sie mithilfe von Aufgabenteil (b), dass f zweimal differenzierbar in null ist.
Vervollstandigen Sie dazu den folgenden Liickentext.

Die Abbildung f ist %+ | zweimal differenzierbar in null, da deren‘ %+ |in null‘ s
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption
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In dieser Aufgabe werden die zweiten partiellen Ableitungen der Funk-
tion

TiTa—T1Y2

~orez. *F0

0 z=0

f:R? SR, x(z1,22) —

in null als Richtungsableitungen der ersten partiellen Ableitung be-
stimmt. AnschlieBend wird mithilfe eines Liickentextes widerlegt, dass
f in null zweimal differenzierbar ist.

Satz von Schwarz, Eigenschaften der Hessematrix, partielle Ableitungen
erster und zweiter Ordnung, Richtungsableitung

Der Bezeichner der Funktion f wird zuféllig aus einer Liste von drei
Bezeichnern ausgewihlt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierig-
keitsgrad der Aufgabe.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.4.4 Allgemeine Gasgleichung 2

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Differenzierbarkeit, partielle Ableitung
(Stand 29.07.2024)

Die Allgemeine Gasgleichung (oder Zustandsgleichung idealer Gase)
RTn
p

beschreibt, welches Volumen V ein ideales Gas der Stoffmenge n bei einer Temperatur 7' und einem Druck p einnimmt.
Dabei bezeichne R die allgemeine Gaskonstante. Untersuchen Sie V" als Funktion

RTn

V=

ViR, xR, > R, (p,T) >

von p und T fir Konstanten n, R > 0.

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von V' (Graph (J) tiber einem Quadrat des Definitionsbereichs
als Teilmenge der x;x, -Ebene von R3 aufgezeichnet gegen die x3-Achse. Sie kénnen das Funktionsargument in der
XX, -Ebene verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter V' wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen
Punkts auf dem Graphen angezeigt (Punkt @).

a
A |
1/
‘ A
| |

I A

el=010m

s

(a) Es ist V partiell differenzierbar. Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von ¥ an dem Punkt
(»T) e Ry XR,.

(i) Es ist %(p, T) =

(i) Esist &.(p, T) =

(c) Begriinden Sie mithilfe von Aufgabenteil (a), dass V' differenzierbar in jedem Punkt (p,T) € Ry X R ist.
Vervollstindigen Sie dazu den folgenden Satz, indem Sie einen geeigneten Satzteil aus den vier angegebenen
Satzteilen auswahlen.

Es ist V' differenzierbar in jedem Punkt (p, T) € Ry X R, denn alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von V'
existieren und sind ...

symmetrisch.
positiv homogen von Ordnung 1.
stetig.

antisymmetrisch.

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das durch die Allgemeine Gasgleichung

_RTn
p

v

beschriebene Volumen V' als Funktion von Druck p und Temperatur 7'
untersucht. In Aufgabenteil (a) sollen die partiellen Ableitungen erster
Ordnung bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll durch Ergénzen

eines Liickentextes begriindet werden, dass V stetig differenzierbar in

jedem Punkt des Definitionsbereichs ist.
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Vorkenntnisse Richtungsableitungen, Kriterium fiir die Differenzierbarkeit einer Ab-
bildung

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Bemerkung Aufgabe behandelt ebenfalls die Allgemeine Gasgleichung im

Themenfeld von Aquivalenzumformungen von Gleichungen.
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4.2.5 Berechnung von partiellen Ableitungen

4.2.5.1 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Richtungsableitung, partielle Ableitung
(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

f:RZaR,(x,y)b—»xy2+x2+xA

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 11% in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph [1). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehérige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

az=-0.65m

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

(i) Es ist %(x, y) =

(ii) Es ist f,—f(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

(i) Es ist %(x, y) =
(ii) Es ist o%(x, y) =

rf -
0y x,y) =

(il Es ist

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Jorg Harterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-
ten Ordnung einer reellen rationale Funktion f dritter Ordnung in zwei
Verénderlichen x und y mithilfe der Produkt- und Kettenregel bestimmt

werden. Die Funktion f ist von der Form

F@y) = aza® y + ap 2 Y + ag 21 Y2,
wobei a; € {—1,+1}, b; € N und ¢;; € Ny mit

by +by=3 und c¢;1 +co=1

fiir alle ¢ € {1,2,3} und alle j € {1,2} gewihlt werden. Aufgrund der
Wahl von b; und b, ist das Monom dritten Grades stets bivariat.

Partielle Ableitung, Ableiten von rationalen Funktionen
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Randomisierung Die Koeflizienten ay, as, a3 und die Exponenten by, by, c11,c212, ca1, co
werden zufillig ausgewéhlt.

Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehérigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.5.2 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (2)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

. <y
fiDp =R Gy =~

auf ihnrem maximalen Definitionsbereich D ; C R2.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x,-Ebene von R3?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie konnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € ID/, an denen sie
existieren.

9,

(i) Esist L(x,y) =

(ii) Es ist 3—§(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € [Df, an denen sie
existieren.

. LS

(i) Es ist ‘h—_z(x,y) =

" . S _

(i) Es ist m(x, y) =

.S —
(iif) Es ist F(x,y) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Jorg Harterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und
zweiten Ordnung einer reellen gebrochen-rationalen Funktion f in
zwei Verdnderlichen z und y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der
Produkt- und Kettenregel bestimmt werden. Die Funktion f ist von der

Form

as b ybz

flx,y) =

Qo T2 YC22 + qq 11 yC12’

wobei a; € {—1,+1}, b; € N und ¢;; € Ny mit
by +ba=3 und c¢;1 +co =1

fiir alle ¢ € {1,2,3} und alle j € {1,2} gewihlt werden. Aufgrund der
Wahl von b; und by ist das Zahlerpolynom ein bivariates Monom dritten
Grades.

Partielle Ableitung, Ableiten von gebrochen-rationalen Funktionen
Die Koeffizienten a;, as, a3 und die Exponenten by, by, c11, c212, ca1, Co2
werden zufillig ausgewahlt.

Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehérigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

diff, diffx

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.5.3 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (3)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Richtungsableitung, partielle Ableitung

(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

iR SR, (x,y) ~ sin(x y + xz).

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x,-Ebene von R3?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie konnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=010m

D 0.50)
T ~-e %

—_0 az=-0.651

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

oo Of

(i) Es ist a—(x, y) =

x

(ii) Es ist %(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

Sy O

(i) Es ist ‘h—_z(x,y) =

;
(i) Es ist 2L (x, ) =

(iii) Es ist %(x, )=

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Jorg Harterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-
ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Verdnderlichen x und y
mithilfe der Produkt- und Kettenregel bestimmt werden. Die Funktion

f ist von der Form
fla,y) = glag 2 4 + ay 2 y2),

wobei g € {cos,sin}, a;, € {—1,+1} und b;,c; € Ny mit
bi+by=2=ci+c2 und b; #¢y

fiir alle ¢ € {1,2,3} und alle j € {1,2} gewé#hlt werden.
Partielle Ableitung, Ableiten von rationalen und trigonometrischen

Funktionen
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Randomisierung Die Koeflizienten aq,as,a3 und die Exponenten by, bs, c1,co werden
zufiillig ausgewéhlt.

Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehérigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.5.4 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (4)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Richtungsableitung, partielle Ableitung
(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

f Dy = R, (x,y) = sin(cos(x) y).

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x;-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie konnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt ®). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=010T

—_—() az=-0.651

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € [Rz, an denen sie
existieren.

M Esist L(x,) =
(ii) Es ist %(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

(i) Es ist %(x, y) =
(il Es ist ;j—afy(x, ) =

(iii) Es ist %(x, =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Jorg Héarterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-
ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Verédnderlichen z und
y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der Produkt- und Kettenregel

bestimmt werden. Die Funktion f ist von der Form

f(z,y) = a3 glaz 2" 4 h(as 2™ y™)),

wobei g, h € {cos,sin}, a; € {—1,+1} und b; € Ny mit by + by = 1 fiir
alle i € {1,2,3} und alle j € {1, 2} gewihlt werden.

Partielle Ableitung, Ableiten von trigonometrischen Funktionen
Die Koeffizienten aq,as, a3 und die Exponenten by, by werden zufillig

ausgewahlt.
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Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehorigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.5.5 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (5)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Richtungsableitung, partielle Ableitung
(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion
f Dy = R, (x,y) = In(xy+x+1)

auf ihrem maximalen Definitionsbereich D s C R2.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [-1,11% in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehérige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=0.10m

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Dy, an denen sie
existieren.

(i) Es ist 3—/()(, y) =

x

(ii) Es ist %(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € [Df, an denen sie
existieren.

() Esist 2L x, ) =

(i) Es ist 2 (x, ) =

(iii) Es ist %(x, y) =
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Jorg Héarterich
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
CC BY-SA 4.0
In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-
ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Verédnderlichen z und
y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der Produkt- und Kettenregel
bestimmt werden. Die Funktion f ist von der Form

f(xvy) = az ln(al xbl be —a ! yCQ)v
wobei a; € {—1,4+1} und bj, ¢; € Ny mit
by +by=2=ci+c; und by #Cj

fiir alle 7,5 € {1,2} gewéhlt werden.
Partielle Ableitung, Ableiten von rationalen und logarithmischen Funk-

tionen
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Randomisierung Die Koeffizienten a1, az und die Exponenten by, bo, ¢1, co werden zufillig
ausgewahlt.
Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.

Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehérigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.2.5.6 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (6)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Richtungsableitung, partielle Ableitung
(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion
f Dy = R, (x,y) = cos(y + In(x + 1))

auf ihrem maximalen Definitionsbereich D s C R2.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [-1,11% in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehérige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=0.10m

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Dy, an denen sie
existieren. Gegen Sie dazu gegebenenfalls sin(x) als sin(x), cos(x) als cos (x) und In(x) als 1n(x) ein.

(i) Es ist g—/(x, y) =

x

(ii) Es ist %(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € [Df, an denen sie
existieren.

(Esist 2L x, ) =
(i) Es ist 2 (x, ) =
(iii) Es ist %(x, y) =
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Jorg Harterich
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
CC BY-SA 4.0
In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-
ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Verénderlichen z und
y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der Produkt- und Kettenregel

bestimmt werden. Die Funktion f ist von der Form

f(z,y) = ar g1(ha(a” y*) + a2 y"),

wobel g € {cos,sin}, hi,hy € {ln, g} mit hy # he, a; € {—1,+1} und
b; € Ng mit by + by =1 fiir alle ¢, j € {1, 2,3} gewahlt werden.
Partielle Ableitung, Ableiten von trigonometrischen Funktionen

Die Koeffizienten a1, as und die Exponenten by, by werden zufillig aus-

gewahlt.
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Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehorigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.6 Berechnung von Differential und Jacobimatrix

4.2.6.1 Differential einer komponentenweise definierten Abbildung (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differential, Exponentialfunktion, Trigonometrische Funktionen

(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung
g: R 5 R (x,y,2) > (z+ ¥ + x2,cos(z) + cos(y3) + cos(xs))4

Die Abbildung g ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential Dg(x, y,z) : R® — R? von g an
(X, ¥, z), indem Sie im Folgenden das Bild der Standardbasis {e;, e, e3} von R® unter Dg(x, z, y) berechnen. Geben
Sie dabei einen Vektor (a, b) € R? als [a,b] und die Sinus-, Cosinus- und Exponentialfunktion an x als sin(x), cos(x)
bzw. exp(x) oder %e”x ein.

(a) Geben Sie Dg(x, y, z)(e;) an.
Esist Dg(x, y, z)(e;) =

(b) Geben Sie Dg(x, y, z)(e3) an.

Esist Dg(x, y, z)(e2) =

(c) Geben Sie Dg(x, y, z)(e3) an.
Esist Dg(x, y, z)(e3) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Differential einer komponentenweise definier-
ten Funktion F : R® — R? (z,y,2) — F(z,y,2) vermoge der Ketten-
und Produktregel berechnet. Die Komponenten von F sind Summen
polynomieller, trigonometrischer und exponentieller Funktionen. Jeder

Summand ist von der Form

w?®,  cos(w?), sin(w?), oder exp(w),
wobei w € {x,y,z} und a € {1,2,3} fiir jeden Summand paarweise
verschieden von den {ibrigen Summanden gewéhlt werden.
Differential mehrdimensionaler Abbildungen
Der Bezeichner der Funktion wird zufillig aus einer Liste von drei
Bezeichnern ausgewihlt. Der Grad a der polynomiellen Anteile wird
zuféllig aus einer Liste ausgew#hlt. Die polynomiellen, trigonometri-
schen und exponentiellen Anteile der Funktionskomponenten werden
mithilfe einer Liste zufiillig ausgew&hlt. Dies hat gegebenenfalls Ein-
fluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.
Die Liste der Bezeichner und der Exponenten kann beliebig gedndert
oder ergéinzt werden.
diff, diffx

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.6.2 Differential einer komponentenweise definierten Abbildung (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differential, Exponentialfunktion, Trigonometrische Funktionen

(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung
h:R3 5 R% (x,p,2) - (e 2 —xyy sinz(yz)).

Die Abbildung  ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential Dh(x, y,z) : R® — R? von h an
(x, y, z), indem Sie im Folgenden das Bild der Standardbasis {e|, e;, e3 } von R? unter Dh(x, z, y) berechnen. Geben
Sie dabei einen Vektor (a, b) € R2 als [a,b] und die Sinus-, Cosinus- und Exponentialfunktion an x als sin(x), cos(x)
bzw. exp(x) oder %e”x ein.

(a) Geben Sie Dh(x, y, z)(e;) an.
Esist Dh(x,y, z)(e;) =

(b) Geben Sie Dh(x, y, z)(e) an.
Esist Dh(x,y, z)(e2) =

(c) Geben Sie Dh(x, y, z)(e3) an.
Esist Dh(x, y, z)(e3) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Differential einer komponentenweise definier-
ten Funktion F : R® — R? (z,y,2) — F(x,y,2) vermoge der Ketten-
und Produktregel berechnet. Die Komponenten von F' sind Summen
polynomieller, trigonometrischer und exponentieller Funktionen. Jeder

Summand ist von der Form
+u® f(+v), +w(g(xwu))’, =Lh(£v°w), oder =+ (+w)?,

wobei u,v,w € {z,y,z}, a,b,c € {1,2,3,4} und f, g, h € {cos,sin, exp}
jeweils paarweise verschieden gewéhlt werden.

Differential mehrdimensionaler Abbildungen

Der Bezeichner der Funktion wird zufillig aus einer Liste von drei Be-
zeichnern ausgew#hlt. Die Exponenten a, b, ¢ werden zuféllig aus einer
Liste ausgewéhlt. Die polynomiellen, trigonometrischen und exponen-
tiellen Anteile f, g, h der Funktionskomponenten werden mithilfe einer
Liste zufillig ausgewéhlt. Die Vorzeichen der Summanden und Argu-
mente werden zufillig aus einer Liste ausgewéhlt. Dies hat gegebenen-
falls Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

Die Liste der Bezeichner und der Exponenten kann beliebig geédndert
oder ergénzt werden.

diff, diffx

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.6.3 Jacobimatrix einer iterierten Abbildung (1)

Tags
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Idee

Lizenz
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Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differential, Jacobimatrix

(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die differenzierbare Abbildung
FiR? 5 R% x = (x1,%2) & (=x2, %1 + 1).

» lterierte einer Abbildung

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix J;(x) des Differentials Df(x) : R? - [Rz, von f am Punkt
x = (x1,x2) € R? beziiglich der Standardbasis des R?. Geben Sie eine (2 X 2)-Matrix mit Eintrag a;j in der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte als matrix([all,al2], [a21,a22]) ein.

Esist J (x) =

(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix me(x) des Differentials Df%(x) : R? — R?, der 68-fachen Iterierte von
f amPunktx = (x1,x3) € R2 beziiglich der Standardbasis des R2.

Esist stx(x) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird die Jacobimatrix der Abbildung

iR 5 R2 (21, 29) = (—1)Fze 4+ a, (=1)* 1y +b)

mit £ € {—1,+1} und die Jacobimatrix ihrer n-fach Iterierten be-

stimmt. Das Differential von f entspricht an jedem Punkt einer Drehung

us
um2.

Kettenregel, Jacobimatrix

Der Parameter k wird zufillig als +1 oder -1 gewiéhlt, was die Richtung
der Drehung bestimmt. Der Parameter n wird als positive ganze Zahl
zwischen 14 und 95 gewihlt. Die Parameter a und b werden als ganze

Zahlen zwischen —5 und 5 gew&hlt. Der Bezeichner der Funktion f wird

zuféllig aus einer Liste von drei Bezeichnern ausgewéhlt.
keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.6.4 Jacobimatrix einer iterierten Abbildung (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differential, Jacobimatrix

(Stand 29.07.2024)
Betrachten Sie die differenzierbare Abbildung
fiR? 5 R x = (x1,x2) b (——7,7_ 7+7>‘

» lterierte einer Abbildung

(@) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix J(0) des Differentials D f(0) : R? > R?, von f am Punkt
0 = (0,0) € R? beziiglich der Standardbasis des R2. Geben Sie eine (2 X 2)-Matrix mit Eintrag a;; in der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte als matrix([a11,a12], [a21,a22]) ein.

Esist J;(0) =

(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix me (0) des Differentials Df38 (0) : R? > R2, der 38-fachen Iterierten von
f amPunkt 0 = (0,0) € R? beziiglich der Standardbasis des R?.

Esist J;(0) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird die Jacobimatrix einer polynomiellen Abbildung
f :R? — R? und die Jacobimatrix ihrer n-fach Iterierten jeweils an null
bestimmt. Die Abbildung f besitzt an null einen Fixpunkt und deren
Jacobimatrix an null ist eine nilpotente (2 x 2)-Matrix.

Kettenregel, Jacobimatrix

Die Koeffizienten der polynomiellen Abbildung f werden zuféllig so aus-
gewihlt, dass die oben genannten Eigenschaften von f erhalten bleiben.
Der Bezeichner der Funktion f wird zufillig aus einer Liste von drei Be-
zeichnern ausgewéhlt.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.7 Gradient und Divergenz

4.2.7.1 Divergenz des Gradientenfeldes einer quadratischen Abbildung (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

quadratische Form, Gradient, Divergenz, Laplace-Operator

(Stand 29.07.2024)

Sei B = (b, ..., bay,) eine Orthonormalbasis von R beziiglich des Standardskalarprodukts und sei L : R?" — R?"
die durch L(by) = (=1)¥"'by fiiralle k € {1,...,2n} definierte quadratische Abbildung

FiR*™ SR x x- L(x),
die einen Vektor x auf das Standardskalarprodukt x + L (x) von x und L (x) abbildet.

Die folgende Abbildung zeigt fiir n = 1 den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der xx;-Ebene von
R3 aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Dabei werde B mit der Standardbasis von R? identifiziert. Sie
kénnen das Funktionsargument in der x| x, -Ebene verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird
lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen angezeigt (Punkt ®). Der Gradient von f ist als
Vektorpfeil dem Funktionsargument angeheftet (Pfeil ).

el=010m

Bestimmen Sie die Divergenz div(grad f)(x) des Gradienten grad f von f am Punkt x € R". Geben Sie dabei das
Skalarprodukt x - y als x.y ein.

Esist div(gradf)(x) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird die Divergenz des Gradientenfeldes der quadra-
tischen Abbildung / Form

f:R™ SR,z x- Ax)

bestimmt. Dabei ist A eine lineare Abbildung, die den k-ten Basisvektor
by einer Orthonormalbasis auf (—1)**! b, abbildet.

Definition des Gradienten, Definition der Divergenz, Spur als Summe
der Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit

Der Exponent der Koeffizienten (—1) in der Definition der linearen Ab-
bildung A wird zufillig aus k + 1 und k-1 ausgew#hlt. Dies hat keinen
Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.7.2 Divergenz des Gradientenfeldes einer quadratischen Abbildung (2)

Tags
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Autor
Idee

Lizenz
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Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

quadratische Form, Gradient, Divergenz, Laplace-Operator

(Stand 29.07.2024)

Sei B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis von R" und sei L : R" - R" die durch L(by) = —k b, fiir alle
k € {1,...,n} definierte quadratische Abbildung

fiR"> R, x> x- L(x),
die einen Vektor x auf das Standardskalarprodukt x + L (x) von x und L (x) abbildet.

Die folgende Abbildung zeigt fiir n = 1 den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der xx;-Ebene von
R3 aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Dabei werde B mit der Standardbasis von R? identifiziert. Sie
kénnen das Funktionsargument in der x; X, -Ebene verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird
lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen angezeigt (Punkt ®). Der Gradient von f ist als
Vektorpfeil dem Funktionsargument angeheftet (Pfeil ->).

el=010m

Bestimmen Sie die Divergenz div(grad f)(x) des Gradienten grad f von f am Punkt x € R". Geben Sie dabei ggf. das
Skalarprodukt x - y als x.y ein.

Esistdiv(gradf)(x) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird die Divergenz des Gradientenfeldes der quadra-
tischen Abbildung / Form

R >R, z—x- Ax)

bestimmt. Dabei ist A eine lineare Abbildung, die den k-ten Basisvektor
b, einer Orthonormalbasis auf +k b, abbildet.

Definition des Gradienten, Definition der Divergenz, Spur als Summe
der Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit, Gauflsche Summenformel

Das Signum der Koeffizienten in der Definiton der linearen Abbildung
A wird zufillig als positiv oder negativ ausgewéhlt. Dies hat keinen
Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.8 Koordinaten, Karten und Parametrisierungen

4.2.8.1 Zylinderkoordinaten

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung
Anpassung
Verbotene Worter

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Zylinderkoordinaten, Differential, Funktionaldeterminante, Rotati-

onskorper

(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung
cos(p) —sin(p) O r
FiRP > RY(r@.h) = [ sin(@)  cos(p) Of-[0
0 0 1 z
Es sind (r,¢,z) die Zylinderkoordinaten des Punkts f(r,¢,z). Da f surjektiv ist, besitzt jeder Punkt in R3?

Zylinderkoordinaten. Durch Wahl einer geeigneten Einschrénkung des Definitionsbereichs von f sind die
Zylinderkoordinaten eines Punkts in R3 eindeutig.

Die folgende Abbildung zeigt die Menge {1} X [0,27] X [—1, 1] als Teilmenge des R? auf der linken Seite und deren
Bild unter f als Teilmenge von R> auf der rechten Seite. Der Punkt (Punkt @) im Bild Iasst sich durch Verschieben des
Punkts (Punkt @) im Definitionsbereich variieren. Der Kreissektor (Sektor /) des Kreises senkrecht zur x3 -Achse durch
den Bildpunkt kennzeichnet den Winkel ¢.

el=010m

(0.50 1, 0.53)

(a) Die Abbildung f ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential D f(r, @, z) : R? > R? von fan
(r, @, ). Berechnen Sie dazu das Bild der Standardbasis {ej, e, e3} von R? unter Df(r, @, z). Geben Sie dabei einen
Vektor (a,b,c¢) € R? als [a,b, c] und den Parameter @ als phi ein.

(i) Esist Df(r, @, 2)(e1) =
(i) Es ist Df(r, @, 2)(e2) =
(i) Es ist D f(r, @, z)(e3) =

(b) Bestimmen Sie die Determinante des Differentials D f(r, ¢, z) von f an einem Punkt (r, @, z) € R3.
Esistdet(Df(r, @, z)) =

(c) Bestimmen Sie die Menge M aller Punkte (r, @, z) € R?, an denen das Differential von £ nicht injektiv ist.

Esist M = {(r, ¢, 2) € R?| }.

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Differential und die Funktionaldeterminan-
te der Parametrisierung in Zylinderkoordinaten bestimmt. Anhand der
Funktionaldeterminante wird untersucht, wo das Differential injektiv
ist.

Differential mehrdimensionaler Abbildungen, Charakterisierung der In-
jektivitéit linearer Abbildung

keine

keine
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4.2.8.2 Kugelkoordinaten

Tags Kugelkoordinaten, Differential, Funktionaldeterminante, Rotati-
onskorper
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung

cos(p) —sin(p) O rcos(y)
[R5 R3(r o) sin(p) cos(p) O] 0
0 0 1 rsin(y)

Es sind (r,@,y) die Kugelkoordinaten des Punkts f(r,@,y). Da f surjektiv ist, besitzt jeder Punkt in R3
Kugelkoordinaten. Durch Wahl einer geeigneten Einschrénkung des Definitionsbereichs von f sind die Kogelkoordinaten
eines Punkts in R® \ {0} eindeutig.

Die folgende Abbildung zeigt die Menge {1} X [0,27] X [—%,+%] als Teilmenge des R auf der linken Seite und
deren Bild unter f als Teilmenge von R? auf der rechten Seite. Der Punkt (Punkt ®) im Bild lasst sich durch
Verschieben des Punkts (Punkt @) im Definitionsbereich variieren. Der Kreissektor (Sektor <) des GroBkreises
zwischen Aquator und Bildpunkt kennzeichnet den Winkel y und der Kreissektor (Sektor <) des Kreises parallel zum

Aquator durch den Bildpunkt kennzeichnet den Winkel ¢.

3 el=010m

> (0.50 1, 0.20 11)

—_—0————+—————— az=-065T

(a) Die Abbildung f ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential D f(p) : R? - R? von f an
(r, @, ). Berechnen Sie dazu das Bild der Standardbasis {e,e5,e3} von R* unter Df(r,,y). Geben Sie dabei
einen Vektor (a, b,c) € R3 als [a,b, c] und die Parameter @ und y als phi bzw. psi ein.

(i) Esist Df(r, p,w)(e1) =
(ii) Es ist Df(r, @, w)(e2) =
(i) Es ist D f(r, @, w)(e3) =

(b) Bestimmen Sie die Determinante des Differentials D f(r, @, y) von f an einem Punkt (r, @, y) € R3.
Esistdet(Df(r, p,y)) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Differential und die Funktionaldeterminante

der Parametrisierung in Kugelkoordinaten bestimmt.

Vorkenntnisse Differential mehrdimensionaler Abbildungen
Randomisierung keine

Anpassung keine

Verbotene Worter diff, diffx, determinant

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.8.3 Toruskoordinaten

Tags Toruskoordinaten, Differential, Funktionaldeterminante, Rotati-
onskorper
Screenshot (Stand 05.07.2023)

Betrachten Sie fiir R > 0 die Abbildung
cos(p) —sin(p) O R + rcos(y)
FiR S R (r o) — sin(p) cos(p) O 0
0 0 1 rsin(y)
Es sind (r,,y) die Toruskoordinaten des Punkts f(r,@,w). Da f surjektiv ist, besitzt jeder Punkt in R3

Toruskoordinaten. Durch Wahl einer geeigneten Einschrankung des Definitionsbereichs von f sind die Toruskoordinaten
eines Punkts in R? eindeutig.

Die folgende Abbildung zeigt die Menge {%} X [0,27] X [, 7] als Teilmenge des R? auf der linken Seite und deren
Bild unter f fir R = 1 als Teilmenge von R> auf der rechten Seite. Der Punkt (Punkt ®) im Bild lasst sich durch
Verschieben des Punkts (Punkt @) im Definitionsbereich variieren. Der Kreissektor (Sektor <) des Kreises zwischen
&uBerem Aquator und Bildpunkt kennzeichnet den Winkel y und der Kreissektor (Sektor <) des Kreises parallel zum
4uBeren und inneren Aquator durch den Bildpunkt kennzeichnet den Winkel ¢.

el=010m

o050 040m)

/ —_———————————— az=-0657

(a) Die Abbildung f ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential D f(p) : R> — R3 von f an
(r, @, ). Berechnen Sie dazu das Bild der Standardbasis {e,ey,e3} von RY unter Df(r,p,y). Geben Sie dabei
einen Vektor (a, b, c) € R3 als [a,b,c] und die Parameter @ und y als phi bzw. psi ein.

(i) Esist Df(r, p,w)(e;) =
(ii) Es ist Df(r, @, w)(e2) =
(iii) Es ist D f(r, @, w)(e3) =

-

(b) Bestimmen Sie die Determinante des Differentials D f(r, @, y) von f an einem Punkt (r, @, y) € R3.
Esistdet(Df(r, p,w)) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Differential und die Funktionaldeterminante

der Parametrisierung in Toruskoordinaten bestimmt.

Vorkenntnisse Differential mehrdimensionaler Abbildungen
Randomisierung keine

Anpassung keine

Verbotene Worter diff, diffx, determinant

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.8.4 Stereographische Projektion

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Differential, Parametrisierung

(Stand 29.07.2024)

Sei " die euklidische Einheitssphire in R™*! und sei ¢ € 5" beliebig. Fiir jeden Punkt p € S” \ {g} schneidet die
Gerade durch p und ¢ das orthogonale Komplement qL von ¢ in genau einem Punkt P(p). Bestimmen Sie P als
Funktion von p, deren Inverse und das Differential ihrer Inversen ohne Verwendung von Koordinaten. Gehen Sie dazu
wie folgt vor.

Die folgende Abbildung zeigt die beschriebene Situation fir n = 1 und ¢ = (0, 1) (schwarzer Punkt). Das orthogonale
Komplement ql stimmt mir der x-Achse Uberein. Sie kénnen p entlang von S! verschieben (roter Punkt). Der
zugehérige Funktionswert P(p) unter P wird Ihnen als Punkt auf der x -Achse angezeigt (blauer Punkt).

- 0 « v Tt

(a) Bestimmen Sie P(p) in Abhangigkeit von p und von g. Geben Sie dabei das Skalarprodukt p - g von pund g als p .
q ein.

Esist P(p) =

(b) Die durch Aufgabenteil (a) definierte Abbildung
i
P:S"\{q} =g, p= PO
heiBt stereographische Projektion und ist insbesondere eine Bijektion. Bestimmen Sie deren Umkehrabbildung P’l,
indem Sie P~ (x) fiir x € g* angeben. Geben Sie dabei das Quadrat |x|? der Norm von x als x . x ein.

Esist P~ (x) =

(c)Seigp: U — R™! die kanonische Fortsetzung von P~ auf eine offene Umgebung von qJ' in R™! . Die Abbildung
¢ ist stetig differenzierbar. Bestimmen Sie, dass Differential D¢h(x)(v) an einem Punkt x € qL in Richtungv € ql.

» Kanonische Fortsetzung von P!

Esist D(x)(v) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe werden die stereographische Projektion, deren Inverse
und deren Differential bestimmt.

Schnitt zwischen Geraden und Niveaulinien, Differential mehrdimensio-
naler Abbildungen
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