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3.5 Integration, Eigenschaften und Methoden

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln Grundlagen der Integration reeller Funktionen. Die

Aufgaben umfassen die Bestimmung von Stammfunktionen, Integralen und uneigentlichen Integralen

unter Anwendung der Integrationsmethoden der partiellen Integration, Substitution und Partialbruch-

zerlegung. Weiterhin werden die Methoden in Anwendungsbeispielen erprobt.
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3.5.2.10 Wärmeleitung im Rundstab . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

3.5.2.11 Ladungsdichte Gewitterwolke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200

3.5.2.12 Micromouse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201

3.5.3 Partielle Integration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

3.5.3.1 Partielle Integration (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

3.5.3.2 Partielle Integration (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205

3.5.3.3 Partielle Integration und Integration durch Substitution . . . . . . . . 206

3.5.3.4 Bestimmung von Stammfunktionen mit partieller Integration (1) . . . 207

3.5.3.5 Bestimmung von Stammfunktionen mit partieller Integration (2) . . . 208

3.5.3.6 Bestimmung von Stammfunktionen mit partieller Integration (3) . . . 209

3.5.3.7 Magnetfeld Scheibe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210

3.5.3.8 Yukawa-Potential Ladungsdichte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212

3.5.4 Integration durch Substitution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

3.5.4.1 Integration durch Substitution (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213

3.5.4.2 Integration durch Substitution (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

3.5.4.3 Bestimmung von Stammfunktionen durch Substitution (1) . . . . . . 215

3.5.4.4 Bestimmung von Stammfunktionen durch Substitution (2) . . . . . . 216

3.5.4.5 Kreissektor (1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217

3.5.4.6 Kreissektor (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 219

3.5.4.7 Deep Space 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 221

3.5.4.8 Elektrisches Radialfeld . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

3.5.5 Integration durch Partialbruchzerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

3.5.5.1 Partialbruchzerlegung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224

3.5.6 Uneigentliche Integrale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 226

”
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3.5.1 Ober- und Untersumme reeller Funktionen

3.5.1.1 Untersumme einer quadratischen Funktion bestimmen

Tags monoton, Untersumme, Integral, Funktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe ist die Funktion

f : [0, 1] →↑ R, f(x) = x
2

gegeben. Es soll die Untersumme Un von f auf dem Intervall I = [0, 1]

bestimmt werden, wenn I äquidistant in n > 1 Teile zerlegt wird.

Vorkenntnisse Untersumme, Integral

Randomisierung keine

Anpassung Die Funktion f kann für eine erhöhte Schwierigkeit angepasst werden,

sofern es für die Untersumme Un eine geschlossene Formel gibt.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.1.2 Integration von Regelfunktionen (1)

Tags Integral, Treppenfunktion, Regelfunktion, gleichmäßige Konvergenz

Screenshot (Stand 16.09.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema In dieser Aufgabe soll das Integral der Funktion f : [0, 1] ↑ R mit

f(x) = x bestimmt werden. In Aufgabenteil (a) soll gezeigt werden,

dass eine gegebene Folge von Treppenfunktionen gleichmäßig gegen f

konvergiert und damit f eine Regelfunktion ist. In Aufgabenteil (b) sol-

len die Integrale der Glieder der Folge der Treppenfunktionen bestimmt

werden. In Aufgabenteil (c) und (d) soll der Grenzwert der Folge von

Integralen aus Aufgabenteil (b) bestimmt und damit das Integral von

f angegeben werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Kenntnis von Treppenfunktionen und Regelfunktionen und den zu-

gehörigen Integralbegri!en, gleichmäßige Konvergenz, Gauß-Klammer

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.1.3 Integration von Regelfunktionen (2)

Tags Integral, Treppenfunktion, Regelfunktion, gleichmäßige Konvergenz

Screenshot (Stand 16.09.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
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Thema In dieser Aufgabe soll das Integral der Funktion f : [0, 1] ↑ R mit

f(x) = x
2 bestimmt werden. In Aufgabenteil (a) soll gezeigt werden,

dass eine gegebene Folge von Treppenfunktionen gleichmäßig gegen f

konvergiert und damit f eine Regelfunktion ist. In Aufgabenteil (b) sol-

len die Integrale der Glieder der Folge der Treppenfunktionen bestimmt

werden. In Aufgabenteil (c) und (d) soll der Grenzwert der Folge von

Integralen aus Aufgabenteil (b) bestimmt und damit das Integral von

f angegeben werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Kenntnis von Treppenfunktionen und Regelfunktionen und den zu-

gehörigen Integralbegri!en, gleichmäßige Konvergenz, Gauß-Klammer

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.2 Bestimmte Integrale

3.5.2.1 Integrale berechnen (1)

Tags Integral, Stammfunktion, elementare Funktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe ist die stetige Funktion

f : R \ {0} →↑ R, f(x) = a sin(x) +
(→1)k

xb

gegeben. Es soll das bestimme Integral

∫ x1

x0

f(x) dx

mit x0, x1 ↓ (0,↔) \ {0} und x0 < x1 berechnet werden.

Vorkenntnisse Stetigkeit, Stammfunktion, bestimmtes Integral

Randomisierung Die Parameter a, b und k sind randomisierte ganze Zahlen.

Anpassung Die Funktion f kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
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3.5.2.2 Durchfluss durch einen Wasserschlauch

Tags stückweise Funktion, Integral, Durchfluss

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Oskar Riedler

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe ist eine stückweise definierte Funktion

v(t) =






0 t < 0

a t
2

t ↓ [0, 1]

a t ↓ [1, 20]

a(21→ t) t ↓ [20, 21]

0 t > 21

gegeben, die die Fließgeschwindigkeit eines Schlauches mit Durchmesser

d beschreibt. Es soll das Volumen des durch den Schlauch geflossenen

Wassers berechnet und auf 2 Nachkommastellen gerundet angegeben

werden.

Randomisierung Die Parameter a und d sind randomisiert.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.2.3 Fläche zwischen Graph und x-Achse berechnen

Tags Integral, Flächenberechnung, eingeschlossene Fläche, Stammfunktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe ist die Funktion

f : R →↑ R, f(x) = cx
k

gegeben. Es soll die Fläche A, die zwischen dem Graphen von f und der

x-Achse auf dem Intervall [a, b] eingeschlossen wird, in Flächeneinheiten

(FE) berechnet werden .

Randomisierung Die Parameter a, b, c und k sind randomisiert mit a < b.

Anpassung Die Funktion f kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.2.4 Bestimmte Integrale (1)

Tags Integral, Substitution.

Screenshot (Stand 27.08.2024)

Autor Michael Kubocz (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die Stammfunktion ist eine Wurzelfunktion, die mit Hilfe einer Substi-

tution berechnet werden kann.

Verbotene Wörter Integrate.

Vorkenntnisse Stammfunktion, Substitution.

Randomisierung Unabhängige Parameter im Zähler und Nenner der zu integrierenden

Funktion und in Integralgrenzen werden zufällig und als ganzzahlig

gewählt.

Anpassung Funktion und Integralgrenzen können angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.2.5 Bestimmte Integrale (2)

Tags Integral, Substitution.

Screenshot (Stand 28.08.2024)

Autor Michael Kubocz (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die Stammfunktion ist eine Logarithmusfunktion, die mit Hilfe einer

Substitution berechnet werden kann.

Verbotene Wörter Integrate.

Vorkenntnisse Stammfunktion, Substitution.

Randomisierung Unabhängige Parameter im Zähler und Nenner der zu integrierenden

Funktion und in Integralgrenzen werden zufällig und als ganzzahlig

gewählt.

Anpassung Funktion und Integralgrenzen können angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.2.6 Bestimmte Integrale (3)

Tags Integral, partielle Integration.

Screenshot (Stand 28.08.2024)

Autor Michael Kubocz (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die Stammfunktion ist eine trigonometrische Funktion, die mit Hilfe

einer partiellen Integration berechnet werden kann.

Verbotene Wörter Integrate.

Vorkenntnisse Stammfunktion, partielle Integration.

Randomisierung Zwei Unabhängige Parameter im Integranden und beide Integralgrenzen

werden zufällig und als ganzzahlig gewählt.

Anpassung Funktion und Integralgrenzen können angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.2.7 Bestimmte Integrale (4)

Tags Integral, Partialbruchzerlegung, Substitution.

Screenshot (Stand 28.08.2024)

Autor Michael Kubocz (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die Stammfunktion ist eine Summe aus Logarithmusfunktionen, die mit

Hilfe einer Partialbruchzerlegung (nur Linearfaktoren) und anschließen-

der Substitution berechnet werden kann.

Verbotene Wörter Integrate.

Vorkenntnisse Stammfunktion, Partialbruchzerlegung, Substitution.

Randomisierung Zähler und beide Nullstellen des Nenners werden zufällig und als ganz-

zahlig gewählt.

Anpassung Keine.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.2.8 Bestimmte Integrale (5)

Tags Integral, Substitution.

Screenshot (Stand 28.08.2024)

Autor Michael Kubocz (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die Stammfunktion ist eine Arkustangensfunktion, die mit Hilfe von tri-

gonometrischen Additionstheoremen und einer Substitution berechnet

werden kann.

Verbotene Wörter Integrate.

Vorkenntnisse Stammfunktion, Substitution, trigonometrischen Additionstheoreme.

Randomisierung Ganzzahliger Parameter im Zähler und ganzahliges Vielfaches von ω/4

(Liste) in der oberen Integralgrenze werden zufällig gewählt.

Anpassung Obere Integralgrenze kann angepasst werden.

Verbotene Wörter int, limit

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.2.9 Trägheitsmoment Platte

Tags Integral, Trägheitsmoment

Screenshot (Stand 16.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema In dieser Aufgabe sollen die Massenträgheitsmomente einer Platte ste-

tiger Massendichte bestimmt werden. Die Platte ist dabei durch An-

gabe von Schranken für die x-, y- und z-Koordinaten in ihrer Ausdeh-

nung bestimmt. In Aufgabenteil (a) soll die Masse der Platte bestimmt

werden. In Aufgabenteil (b) sollen die Koordinaten des Massenmittel-

punkts der Platte bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) sollen die Mas-

senträgheitsmomente der Platte bezüglich der drei Koordinatenachsen

bestimmt und als Vielfache der Masse der Platte angegeben werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Integration, Satz von Fubini

Randomisierung Die Schranken der x-, y- und z-Koordinaten der Platte sowie die Mas-

sendichte sind randomisiert.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: nein
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3.5.2.10 Wärmeleitung im Rundstab

Tags Integral, Wärmewiderstand, Wärmestrom

Screenshot (Stand 16.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird ein Rundstab l aus einem Material der

Wärmeleitfähigkeit k als Wärmeleiter untersucht. Der Durchmesser

des Stabs wird als Funktion d : [0, l] ↑ (0,↔), x ↗↑ d0(a x + 1) in

Abhängigkeit des Abstand x von einem der Enden des Stabs modelliert.

In Aufgabenteil (a) soll zunächst die Querschnittsfläche in Abhängigkeit

des Abstands x von einem der Enden des Stabs bestimmt werden. In

Aufgabenteil (b) soll aus den als konstant angenommenen Wärmestrom

I(x) = →k A(x)T →(x)

die Temperaturdi!erenz ”T zwischen den beiden Enden des Stabs be-

stimmt werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Integration

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: nein
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3.5.2.11 Ladungsdichte Gewitterwolke

Tags Integral, Ladung, Strom

Screenshot (Stand 16.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Ladung Q einer Gewitterwolke bestimmt wer-

den, die von einem zeitabhängigen Strom I(t) = Q
→(t) geladen wird.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Integration, Ladung und Strom

Randomisierung Der Funktion, die den zeitabhängigen Strom beschreibt, wird zufällig

aus einer Liste von Funktionen ausgewählt.

Anpassung Die Liste von Funktionen kann um geeignete Funktionen ergänzt wer-

den.

Sonderoption Feedback unterdrücken: nein
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’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20emma.vandersmagt@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de


3.5. INTEGRATION, EIGENSCHAFTEN UND METHODEN 201

3.5.2.12 Micromouse

Tags Integral, Rekonstruktion, Geschwindigkeit, Beschleunigung

Screenshot (Stand 16.09.2024)

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
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Thema In dieser Aufgabe soll der Weg und der zugrundeliegende

Lösungsalgorithmus eines autonomen Fahrzeuges / Roboters während

der Erkundungsfahrt durch ein Labyrinth anhand von Bewegungs-

daten untersucht werden: Gegeben sind ein quadratisches Labyrinth

mit Start- und Zielpunkt und der zeitliche Verlauf longitudinaler

Beschleunigungsdaten des Roboters während seiner Erkundungsfahrt.

In Aufgabenteil (a) soll die maximale Geschwindigkeit des Roboters

bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll die Seitenlänge der Zellen

und die des Labyrinths bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) sollen die

von dem Roboter besuchten Zellen des Labyrinths markiert werden.

In Aufgabenteil (d) soll ein möglicher Lösungsalgorithmus, dem der

Roboter folgt, rekonstruiert werden, indem ein Lückentext geeignet

ergänzt wird.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Rekonstruktion von Geschwindigkeit und zurückgelegtem Weg bei An-

gabe konstanter Beschleunigung, Pseudocode lesen und verstehen

Randomisierung Das Labyrinth wird mithilfe einer Variante des Aldous-Broder Algo-

rithmus bis auf wenige Zellen des Labyrinths zufällig erzeugt, sodass

mithilfe der Bewegungsdaten des Roboters die einzelnen Aufgabenteile

gelöst werden können. Die konstante Beschleunigung des Roboter wird

zufällig als ganze Zahl zwischen 3 und 7 jeweils einschließlich mit der

Einheit cm
s2 ausgewählt. Dies bestimmt unter anderem die Abmessun-

gen der Zellen und des Labyrinths. Die priorisierte Richtung bei Rich-

tungsänderung des Roboters wird zufällig zwischen links und rechts

ausgewählt. Die Randomisierung hat keine bis geringe Auswirkungen

auf den Schwierigkeitsgrad dieser Aufgabe.

Anpassung Die Größe des quadratischen Labyrinths kann durch die Wahl der An-

zahl n (n ↘ 3) der Zellen jeder Seite des Labyrinths verändert werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de


3.5. INTEGRATION, EIGENSCHAFTEN UND METHODEN 204

3.5.3 Partielle Integration

3.5.3.1 Partielle Integration (1)

Tags Partielle Integration, Integral

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

∫
f(x) dx

mithilfe der partiellen Integration berechnet werden, wobei f ein Pro-

dukt von di!erenzierbaren Funktionen u und v ist mit

f(x) = u(x) · v→(x).

In Aufgabenteil (a) sollen zunächst geeignete Wahlen für u und v
→ ange-

geben werden. In Aufgabenteil (b) sollen dann u
→ und v durch Ableitung

und unbestimmte Integration bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) soll

schließlich das unbestimmte Integral über f mithilfe der partiellen In-

tegration und den Aufgabenteilen (a) und (b) berechnet werden.

Vorkenntnisse Partielle Integration, Integral

Randomisierung Die Funktionen u und v werden randomisiert aus einer Liste von di!e-

renzierbaren Funktionen gewählt.

Anpassung Die Liste der Funktionen für u und v kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20tim.inoue@uni-due.de
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3.5.3.2 Partielle Integration (2)

Tags Partielle Integration, Integral, Trigonometrie

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

∫
f(x) dx

mithilfe der partiellen Integration berechnet werden, wobei f ein Pro-

dukt von di!erenzierbaren, trigonometrischen Funktionen u und v ist

mit

f(x) = u(x) · v→(x).

In Aufgabenteil (a) sollen zunächst geeignete Wahlen für u und v
→ ange-

geben werden. In Aufgabenteil (b) sollen dann u
→ und v durch Ableitung

und unbestimmte Integration bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) soll

schließlich das unbestimmte Integral über f mithilfe der partiellen In-

tegration und den Aufgabenteilen (a) und (b) berechnet werden.

Vorkenntnisse Partielle Integration, Integral, Trigonometrie

Randomisierung Die Funktionen u und v werden randomisiert aus einer Liste von di!e-

renzierbaren Funktionen gewählt.

Anpassung Die Liste der Funktionen für u und v kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20tim.inoue@uni-due.de
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3.5.3.3 Partielle Integration und Integration durch Substitution

Tags Partielle Integration, Substitution, Integral, Stammfunktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

∫
f(x) dx

mithilfe der partiellen Integration oder Integration durch Substitution

berechnet werden, wobei f ein Produkt oder eine Komposition von

di!erenzierbaren Funktionen u und v ist mit

f(x) = u(x) · v→(x) oder f(x) = u
→(v(x)) · v→(x).

In Aufgabenteil (a) sollen zunächst die geeignete Integrationsmethode

und Wahlen für u und v angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll

dann das unbestimmte Integral über f mit der in (a) gewählten Inte-

grationsmethode berechnet werden.

Vorkenntnisse Partielle Integration, Substitution, Integral

Randomisierung Die Funktionen u und v werden randomisiert aus einer Liste von di!e-

renzierbaren Funktionen gewählt.

Anpassung Die Liste der Funktionen für u und v kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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3.5.3.4 Bestimmung von Stammfunktionen mit partieller Integration (1)

Tags Partielle Integration, trigonimetrische Funktionen

Screenshot (Stand 03.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe partieller Integration die Stammfunktion

der Funktion

f : R ↑ R, x ↗↑ x
k
T (a x)

bestimmt werden. Dabei sind T ↓ {sin, cos}, a ↓ {0, 1, 2, ..., 6} und k ↓
{1, 2}. In Aufgabenteil (a) sollen Funktionen u und v angegeben werden,

die eine Zerlegung f(x) = u(x) v→(x) von f erlauben. In Aufgabenteil

(b) soll mithilfe der Zerlegung aus Aufgabenteil (a) eine Stammfunktion

von f angegeben werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse partielle Integration

Randomisierung Die zu integrierende Funktion f wird zufällig aus einer Liste von Funk-

tionen ausgewählt.

Anpassung Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen

ergänzt werden. Da die Zerlegung von f in u und v
→ nicht automati-

siert vorgenommen wird, müssen Sie die entsprechenden Listen um eine

geeignete Zerlegung ergänzen.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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3.5.3.5 Bestimmung von Stammfunktionen mit partieller Integration (2)

Tags Partielle Integration, e-Funktion, ln-Funktion

Screenshot (Stand 03.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe partieller Integration die Stammfunktion

der Funktion

f : R>0 ↑ R, a xn ln(x)m

bestimmt werden. Dabei sind a ↓ 1, 2 und (n,m) ↓
{(2, 1), (0, 2), (→1, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1)}. In Aufgabenteil (a) sol-

len Funktionen u und v angegeben werden, die eine Zerlegung

f(x) = u(x) v→(x) von f erlauben. In Aufgabenteil (b) soll mithilfe der

Zerlegung aus Aufgabenteil (a) eine Stammfunktion von f angegeben

werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse partielle Integration

Randomisierung Die zu integrierende Funktion f wird zufällig aus einer Liste von Funk-

tionen ausgewählt.

Anpassung Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen

ergänzt werden. Da die Zerlegung von f in u und v
→ nicht automati-

siert vorgenommen wird, müssen Sie die entsprechenden Listen um eine

geeignete Zerlegung ergänzen.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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3.5.3.6 Bestimmung von Stammfunktionen mit partieller Integration (3)

Tags Partielle Integration, doppelte Partielle Integration

Screenshot (Stand 16.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe zweifacher partieller Integration die

Stammfunktion der Funktion

f : R>0 ↑ R, xk
e
mx

T (x)n

bestimmt werden. Dabei sind T ↓ {sin, cos} und (k,m, n) ↓
{(2, 1, 0), (0, 1, 1), (2, 0, 1)}. In Aufgabenteil (a) sollen Funktionen u und

v angegeben werden, die eine Zerlegung f(x) = u(x) v→(x) von f erlau-

ben. In Aufgabenteil (b) soll mithilfe der Zerlegung aus Aufgabenteil

(a) eine Stammfunktion von f angegeben werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse partielle Integration

Randomisierung Die zu integrierende Funktion f wird zufällig aus einer Liste von Funk-

tionen ausgewählt.

Anpassung Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen

ergänzt werden. Da die Zerlegung von f in u und v
→ nicht automati-

siert vorgenommen wird, müssen Sie die entsprechenden Listen um eine

geeignete Zerlegung ergänzen.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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3.5.3.7 Magnetfeld Scheibe

Tags Biot-Savart, Integral

Screenshot (Stand 03.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts
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Thema Eine Kreisscheibe homogener Flächenladungsdichte rotiert mir konstan-

ter Winkelgeschwindigkeit um ihre Symmetrieachse. Ein um die Sym-

metrieachse rotierender ringförmiger Streifen erzeugt auf der Scheibe

einen Strom. Der Strom erzeugt ein magnetisches Feld. In Aufgabenteil

(a) soll mithilfe des Biot-Savart-Gesetzes die magnetische Flussdichte an

Punkten der Schreibe bestimmt und in Abhängigkeit des Abstands zur

Rotationsachse angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll die magneti-

sche Flussdichte am Schnittpunkt der Scheibe und ihrer Rotationsachse

bestimmt werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Integration

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: nein

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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3.5.3.8 Yukawa-Potential Ladungsdichte

Tags Biot-Savart, Integral

Screenshot (Stand 03.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll aus dem Yukawa-Potential ε(r) und der Yukawa-

Ladungsdichte ϑ(r) in Kugelkoordinaten die Gesamtladung Q, die sich

im Raum befindet, bestimmt werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Integration

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: nein

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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3.5.4 Integration durch Substitution

3.5.4.1 Integration durch Substitution (1)

Tags Partielle Integration, Substitution, Integral, Stammfunktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

∫
f(x) dx

mithilfe der Integration durch Substitution berechnet werden, wobei f

eine Komposition von di!erenzierbaren Funktionen g und ϖ ist mit

f(x) = g
→(ϖ(x)) · ϖ→(x).

In Aufgabenteil (a) sollen zunächst geeignete Wahlen für g→ und ϖ an-

gegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll dann das unbestimmte Inte-

gral über g
→ berechnet werden. In Aufgabenteil (c) soll schließlich das

unbestimmte Integral über f mithilfe der Aufgabenteile (a) und (b)

berechnet werden.

Vorkenntnisse Substitution, Integral

Randomisierung Die Funktionen g und ϖ werden randomisiert aus einer Liste von di!e-

renzierbaren Funktionen gewählt.

Anpassung Die Liste der Funktionen für g und ϖ kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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3.5.4.2 Integration durch Substitution (2)

Tags Partielle Integration, Substitution, Integral, Stammfunktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

∫
f(x) dx

mithilfe der Integration durch Substitution berechnet werden, wobei es

eine injektive, di!erenzierbare Funktion ϖ gibt mit

x = ϖ(t).

In Aufgabenteil (a) soll zunächst eine geeignete Wahl für ϖ angegeben

werden. In Aufgabenteil (b) soll dann die Variable x des Integranden

f(x) durch x = ϖ(t) substituiert werden. In Aufgabenteil (c) soll schließ-

lich das unbestimmte Integral über f mithilfe der Aufgabenteile (a) und

(b) berechnet werden.

Vorkenntnisse Substitution, Integral

Randomisierung Die Funktionen f und ϖ werden randomisiert aus einer Liste von (dif-

ferenzierbaren) Funktionen gewählt.

Anpassung Die Liste der Funktionen für f und ϖ kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20tim.inoue@uni-due.de
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https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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3.5.4.3 Bestimmung von Stammfunktionen durch Substitution (1)

Tags Substitution, Integral, Integration, trigonometrische Funktion

Screenshot (Stand 04.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe geeigneter Substitution die Stammfunk-

tion der Funktion f : R ↑ R mit

f(x) = T (x)k↑1
T

→(x)

oder

f(x) = T (xk)xk↑1

bestimmt werden. Dabei sind T ↓ {± sin,± cos} und k ↓ {2, 3, 4, 5}. In
Aufgabenteil (a) sollen Funktionen u

→, v und v
→ bestimmt werden, die

eine Zerlegung f(x) = u
→(v(x)) v→(x) von f erlauben. In Aufgabenteil

(b) soll mithilfe der Zerlegung aus Aufgabenteil (a) eine Stammfunktion

von f angegeben werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Integration durch Substitution

Randomisierung Die zu integrierende Funktion f wird zufällig aus einer Liste von Funk-

tionen ausgewählt.

Anpassung Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen

ergänzt werden. Da die Zerlegung von f in u
→, v und v

→ nicht automati-

siert vorgenommen wird, müssen Sie die entsprechenden Listen um eine

geeignete Zerlegung ergänzen.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20emma.vandersmagt@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de


3.5. INTEGRATION, EIGENSCHAFTEN UND METHODEN 216

3.5.4.4 Bestimmung von Stammfunktionen durch Substitution (2)

Tags Substitution, Integral, Integration, e-Funktion, ln-Funktion

Screenshot (Stand 04.09.2024)

Autor Emma van der Smagt (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe geeigneter Substitution die Stammfunk-

tion der Funktion f : Df ↑ R mit

f(x) =
e
x

√
(a→ ex)

oder

f(x) = ε(xk + a)xk↑1

auf dem maximalen Definitionsbereich Df von f bestimmt werden.

Dabei sind ε ↓ {exp, ln} und a, k ↓ {2, 3, 5}. In Aufgabenteil (a)

sollen Funktionen u
→, v und v

→ bestimmt werden, die eine Zerlegung

f(x) = u
→(v(x)) v→(x) von f erlauben. In Aufgabenteil (b) soll mithilfe

der Zerlegung aus Aufgabenteil (a) eine Stammfunktion von f angege-

ben werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Integration durch Substitution

Randomisierung Die zu integrierende Funktion f wird zufällig aus einer Liste von Funk-

tionen ausgewählt.

Anpassung Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen

ergänzt werden. Da die Zerlegung von f in u
→, v und v

→ nicht automati-

siert vorgenommen wird, müssen Sie die entsprechenden Listen um eine

geeignete Zerlegung ergänzen.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts

’
diAM:INT‘“ ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

mailto:%20emma.vandersmagt@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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3.5.4.5 Kreissektor (1)

Tags Integration, Flächeninhalt

Screenshot (Stand 16.09.2024)

”
Handreichung und Übersicht zu den Materialien des Projekts
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Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll ein Kreissektor der Einheitskreisscheibe bezüglich

der 1-Norm (Summennorm) als Fläche zwischen Graphen von Funktio-

nen über der x-Achse beschrieben und dessen Flächeninhalt durch In-

tegration bestimmt werden. In Aufgabenteil (a) soll dazu zunächst ein

beliebiger, den Kreissektor definierender Punkt auf dem oberen Halb-

kreis ausgewählt und der Kreissektor graphisch, durch Wahl geeigneter

Geraden parallel zur x- und y-Achse in Teilflächen zerlegt werden. In

Aufgabenteil (b) sollen geschlossen darstellbare positive Funktionen und

deren Definitionsbereiche angegeben werden, sodass sie die Teilflächen

des Kreissektors als Flächen zwischen ihren Graphen beschreiben. In

Aufgabenteil (c) sollen die Flächeninhalte der Teilfächen durch Inte-

gration der in Aufgabenteil (b) bestimmten Funktionen berechnet wer-

den. In Aufgabenteil (d) soll schließlich der Flächeninhalt des Kreis-

sektors mithilfe der in Aufgabenteil (c) berechneten Flächeninhalte der

Teilflächen berechnet werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Integration polynomieller Funktionen

Randomisierung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.4.6 Kreissektor (2)

Tags Integration, Flächeninhalt, partielle Integration, Substitution, trigono-

metrische Funktion

Screenshot (Stand 16.09.2024)
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Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll ein Kreissektor der Einheitskreisscheibe bezüglich

der 2-Norm (Summennorm) als Fläche zwischen Graphen von Funktio-

nen über der x-Achse beschrieben und dessen Flächeninhalt durch In-

tegration bestimmt werden. In Aufgabenteil (a) soll dazu zunächst ein

beliebiger, den Kreissektor definierender Punkt auf dem oberen Halb-

kreis ausgewählt und der Kreissektor graphisch, durch Wahl geeigneter

Geraden parallel zur x- und y-Achse in Teilflächen zerlegt werden. In

Aufgabenteil (b) sollen geschlossen darstellbare positive Funktionen und

deren Definitionsbereiche angegeben werden, sodass sie die Teilflächen

des Kreissektors als Flächen zwischen ihren Graphen beschreiben. In

Aufgabenteil (c) sollen die Flächeninhalte der Teilfächen durch Inte-

gration der in Aufgabenteil (b) bestimmten Funktionen berechnet wer-

den. In Aufgabenteil (d) soll schließlich der Flächeninhalt des Kreis-

sektors mithilfe der in Aufgabenteil (c) berechneten Flächeninhalte der

Teilflächen berechnet werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Integration polynomieller Funktionen

Randomisierung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.4.7 Deep Space 1

Tags Integral, Integration, Substitution, SI Einheiten, Signifikante Stellen

Screenshot (Stand 03.09.2024)

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe des 2. Newtonsches Gesetzes (siehe auch

Aufgabe 1.1.2.1) die Geschwindigkeitsänderung

”v =

∫ T

0

F

m(t)
dt

des Satelliten Deep Space 1 angegeben werden, wenn dieser mit gege-

benem konstanten Schub F und veränderlicher Masse m für die Zeit

T beschleunigt wird. Die Rate, mit der der Satellit Masse ausstößt,

wird dabei proportional zum Schub und damit als konstant angenom-

men. Die Geschwindigkeitsänderung soll dabei mit Einheit bis auf eine

vorgegebene Zahl signifikanter Stellen genau angegeben werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Begri!e zur Charakterisierung reeller Funktionen (Proportionalität, Ra-

te), Integration durch Substitution

Randomisierung Die ausgestoßene Masse und die Zeit der Beschleunigung werden als

Produkt eines zufällig als 2, 3 oder 4 gewählten Faktors und den Basis-

werten 20 kg bzw. 75 Tagen gewählt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.4.8 Elektrisches Radialfeld

Tags Integral, Integration, Substitution, Kurvenintegral, Skalarprodukt

Screenshot (Stand 03.09.2024)
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Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die elektrische Arbeit

W =

∫
1

0

ċ(t) · F (c(t)) dt,

die aufgewendet wird, um eine Probeladung q entlang einer Kurve c in

dem elektrischen Radialfeld einer Ladung Q zu verschieben, unabhängig

von der Spur von c([0, 1]) ist. In Aufgabenteil (a) soll dazu mithilfe

des Coulomb-Gesetzes der Integrand ċ(t) · F (c(t)) in Abhängigkeit des

Abstands von q und Q angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll das

Integral bestimmt werden.

Verbotene Wörter int, limit

Vorkenntnisse Kurvenintegrale, Integration durch Substitution, Di!erential bilinearer

Abbildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.5 Integration durch Partialbruchzerlegung

3.5.5.1 Partialbruchzerlegung

Tags Integral, Stammfunktion, Partialbruchzerlegung

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

∫
p(x)

q(x)
dx

mithilfe der Partialbruchzerlegung bestimmt werden, wobei p und q

Polynomfunktionen mit deg(p) < deg(q) sind. In Aufgabenteil (a) soll

zunächst der Nenner q(x) geeignet in paarweise Nullstellen von q fak-

torisiert werden. In Aufgabenteil (b) soll das unbestimmte Integral an-

schließend mithilfe der Partialbruchzerlegung zerlegt werden. In Aufga-

benteil (c) soll schließlich das unbestimmte Integral über
p

q
anhand von

(b) berechnet werden.

Vorkenntnisse Partialbruchzerlegung, unbestimmte Integrale

Randomisierung Die Polynomfunktionen p und q sind Produkte von Linearfaktoren mit

randomisierten, ganzzahligen Nullstellen, sodass p und q teilerfremd

sind.
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Anpassung Die Partialbruchzerlegung kann für eine erhöhte Schwierigkeit ange-

passt werden.

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.6 Uneigentliche Integrale

3.5.6.1 Uneigentliches Integral (1)

Tags Uneigentliches Integral, Stammfunktion, Parameter, Integral

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema In dieser Aufgabe ist die Funktion f mit

f : (0,↔) →↑ R, f(x) = 1

xp

für p > 0 gegeben. Es soll bestimmt werden, für welche p ↓ R das

uneigentliche Integral

∫ ↓

1

f(x) dx

existiert. In Aufgabenteil (a) soll zunächst eine Stammfunktion F zu

f für den Fall p ≃= 1 berechnet werden. In Aufgabenteil (b) soll dann

eine Stammfunktion F zu f für den Fall p = 1 angegeben werden. In

Aufgabenteil (c) soll schließlich entschieden werden, für welche reelle

Zahlen p dann das uneigentliche Integral

∫ ↓

1

f(x) dx einen endlichen

Wert hat.

Vorkenntnisse Uneigentliche Integrale, Grenzwerte

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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3.5.6.2 Uneigentliches Integral (2)

Tags Uneigentliches Integral, Stammfunktion, Integral

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In Aufgabenteil (a) soll das uneigentliche Integral

∫ ↓

0

e
↑x dx

berechnet werden. In Aufgabenteil (b) soll das uneigentliche Integral

∫
1

0

1⇐
x
dx

berechnet werden.

Vorkenntnisse Uneigentliche Integrale, Grenzwerte

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdrücken: ja
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