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3.4 Differentialrechnung

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln die Grundlagen der Differentialrechnung reeller Funk-

tionen. Sie umfassen die Untersuchung der Differenzierbarkeit und die Bestimmung der Ableitung so-

wohl elementarer Funktionen als auch Kompositionen von Funktionen. In weiteren Aufgaben werden

die Ketten- und Produktregel sowie die Ableitung von Quotienten auf beispielhaft angewendet.
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3.4.1 Differenzierbarkeit elementarer Abbildungen

3.4.1.1 Differenzierbarkeit (affin) linearer Funktionen

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Anpassung

Sonderoption

Differenzierbarkeit, Ableitung, Lineare Funktion

(Stand 16.09.2024)
Betrachten Sie fira, b € R die (affin) lineare Funktion
fTR>R, x> bx+a.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar in jedem Punkt xo € R ist. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

(a) Bestimmen Sie y € R, sodass die Abbildung
J()=f(x0)
q:R—>[R,xr—>{ XXo 55
y X = Xq
stetig in x( ist. Geben Sie gegebenenfalls x als x ein.

Esisty =

(b) Um zu zeigen, dass die Funktion g mit der von lhnen in Aufgabenteil (a) angegebenen
reellen Zahl y stetig ist, geben Sie zu beliebigem € > 0 ein § > 0 an, sodass fiir alle x € R
mit |[x — xo| < 6 gilt

[q(x) — q(x0)| < &.

Geben Sie gegebenenfalls € als epsilon und den Absolutbetrag |z| einer reellen Zahl z als
abs(z) ein.

Esisté =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit einer allgemeinen (affin)
linearen Funktion gezeigt und ihrer Ableitung bestimmt werden.
Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit von reellen Funktionen

keine

Feedback unterdriicken: nein
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3.4.1.2 Differenzierbarkeit quadratischer Funktionen

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Anpassung

Sonderoption

Differenzierbarkeit, Ableitung, Quadratische Funktion
(Stand 03.09.2024)

Betrachten Sie fira, b € R und ¢ € R \ {0} die quadratische Funktion
f RoRx-cx>+bx+a.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar in jedem Punkt x, € R ist. Gehen Sie dazu wie
folgt vor.

(a) Bestimmen Sie y € R, sodass die Abbildung

S()=f(x0)
(I:R—>R,xi—>{ x=Xo 23 523
y X = X0
stetig in x) ist. Geben Sie gegebenenfalls x als x0 ein.

Esisty =

(b) Um zu zeigen, dass die Funktion g mit der von lhnen in Aufgabenteil (a)
angegebenen reellen Zahl y stetig ist, geben Sie zu beliebigem € > 0 ein und falls
moglich das groBte 6 > 0 an, sodass fir alle x € R mit |x — x| < 6 gilt

lg(x) — g(xo)| < &.

Geben Sie gegebenenfalls € als epsilon und den Absolutbetrag |z| einer reellen
Zahl z als abs(z) ein.

» Zur Forderung eines, falls moéglich, groBten 6 > 0

Esistd =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit einer allgemeinen quadra-
tischen Funktion gezeigt und ihrer Ableitung bestimmt werden.
Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit von reellen Funktionen

keine

Feedback unterdriicken: nein
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3.4.1.3 Differenzierbarkeit von Kompositionen

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differenzierbarkeit, Ableitung, Kettenregel, Produktregel
(Stand 03.09.2024)

Betrachten Sie Funktion
x*sin(L) x#0
0 x=0

Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist.

f:R—»[R,xH{

(a) Aus der Ketten- und der Produktregel folgt, dass die Restriktion
g:R\ {0} > R x f(x)
differenzierbar ist. Bestimmen Sie die Ableitung g’ von g.

Esist g’ (x) =

(b) Bestimmen Sie y € R, sodass die Abbildung
S(x)=£(0)
q:IR—>[R,x»—>{ x=0 2
y x=0
stetig in null ist.

Esisty =

(c) Um zu zeigen, dass die Funktion g mit der von lhnen in Aufgabenteil (b)
angegebenen reellen Zahl y stetig ist, geben Sie zu beliebigem £ > 0 ein und falls
moglich das groBte 6 > 0 an, sodass fir alle x € R mit |[x — 0] < 6 gilt

lg(x) — q(0)] < e.
Geben Sie gegebenenfalls € als epsilon ein.
» Zur Forderung eines, falls moglich, groBten 6 > 0

Esistd =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit der Funktion f : R — R
mit f(0) =0 und mit f(z) = 2? sin(L) fiir 2 # 0 bewiesen werden. In
Aufgabenteil (a) soll dazu die Ableitung von f mithilfe der Ketten- und
der Produktregel aulerhalb von null bestimmt werden. In Aufgabenteil
(b) soll dann eine stetige Fortsetzung des Differenzenquotienten an null
bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) soll die Stetigkeit der in Aufga-
benteil (b) angegebenen Fortsetzung des Differenzenquotienten an null
bewiesen werden.

Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit von reellen Funktionen, Ketten- und Produktregel

keine

Feedback unterdriicken: nein

[D)er-sa |
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3.4.1.4 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differenzierbarkeit, Ableitung, Betrag, Betragsfunktion
(Stand 03.09.2024)

Betrachten Sie die Betragsfunktion
f:R >R, x+— |x|.

Zeigen Sie, dass f stetig, aber nicht differenzierbar in null ist. Gehen Sie dazu wie
folgt vor.

(a) Geben Sie zu beliebigem £ > 0 ein und falls moglich das gréBte 6 > 0 an,
sodass fir alle x € R mit |[x — 0] < 6 gilt

|f(x) = fO)] <e.
Geben Sie gegebenenfalls € als epsilon ein.

Esistd =

(b) Betrachten Sie fiir beliebiges y € R die Abbildung
f(x)=f(0)

q:IR—>IR,x»—>{ x=0 x;éO.

y x=0

Geben Sie fiir alle y € R und alle 6 > 0 ein x € R\ {0} mit |[x — 0] < 6 an,
sodass

lg(x) = q(0)] = 1.

ist. Unterscheiden Sie dabei die folgenden drei Falle. Geben Sie gegebenenfalls &
als delta ein.

(i) Firy = O istx =
(i) Firy < Qistx =

(iii) Fir y > 0 ist x =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die Betragsfunktion stetig,
aber nicht differenzierbar in null ist. In Aufgabenteil (a) soll gezeigt
werden, dass die Betragsfunktion stetig in null ist. In Aufgabenteil (b)
soll gezeigt werden, dass der Differenzenquotient an null keine stetige
Fortsetzung besitzt.

Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit von reellen Funktionen, Betragsfunktion

keine

Feedback unterdriicken: nein

[D)er-sa |
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3.4.2 Bestimmung von Ableitungen und Rechenregeln

3.4.2.1 Ableitung Kettenregel

Tags Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Betrachten Sie die Funktionen
fR>R xm— (5-x2—3-x+2)7,
g: R — [-1,1], x — sin(sin(x)),
h:R —[0,1],x — cos’(2 - x).

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f.

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esist g/ (x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von 4.

Esisth/(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind drei Funktionen f(z), g(x), und h(z). Fiir diese Funktio-

nen sollen die ersten Ableitungen bestimmt werden, wobei die Ketten-
regel anzuwenden ist.

Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Kettenregel, Ableitung von
Potenz-, Sinus- und Kosinusfunktionen.

Randomisierung Die Funktionen f(z), g(x), und h(z) werden mit zufilligen Koeffizienten

und Exponenten generiert:
e f(x) ist eine Potenzfunktion mit einem Polynom als Basis
e g(z) ist eine verkettete Sinusfunktion
e h(z) ist eine Potenz einer Kosinusfunktion
Anpassung Die Wertebereiche der zufilligen Koeflizienten und Exponenten kénnen

angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein
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3.4.2.2 Ableitung Produktregel

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
(Stand 06.10.2024)

Betrachten Sie die Funktionen
f:00,00) = R, x > ¢/x-e 2%,
g:(+,0) > R, x - e** - In(8 - x),

h:(0,00) > R, x+— 4-x* In(x)-sin(8 - x).

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f".

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esist g’ (x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von A(x).

Esist h' (x) =

Hakim Giinther (WH)

Hakim Giinther

CC BY-SA 4.0

Gegeben sind drei Funktionen f(x), g(x), und h(x). Fiir diese Funktionen
sollen die ersten Ableitungen bestimmt werden, wobei die Produktregel
anzuwenden ist.

Grundlagen der Differentialrechnung, Produktregel, Ableitung von
Exponential-, Logarithmus-, Potenz- und trigonometrischen Funktio-
nen.

Die Funktionen f(z), g(x), und h(z) werden mit zufélligen Koeffizienten

generiert:

e f(x) ist das Produkt einer Potenzfunktion und einer Exponenti-

alfunktion

e g(z) ist das Produkt einer Exponentialfunktion und einer Loga-

rithmusfunktion

e h(z) ist das Produkt einer polynomialen Funktion, einer Loga-

rithmusfunktion und einer Sinusfunktion

Die Wertebereiche der zufilligen Koeffizienten kénnen angepasst wer-
den. Aktuell werden Werte zwischen 1 und 9 fiir die Koeffizienten ver-
wendet.

Feedback unterdriicken: nein

[D)er-sa |
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3.4.2.3 Ableitung Quotient

Tags Differentialgleichung, Funktion, Ableitung
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Betrachten Sie die Funktionen
f:0,0) > R, x> 5‘:;;1;5,
g:00,00) > R, x - C(iz((;)x)

(a) Bestimmen Sie die erste und zweite Ableitung von f mithilfe der
Quotientenregel.

(i) Esist f'(x) =

(i) Esist " (x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g mithilfe der Quotientenregel.

Esistg' (x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind zwei Funktionen f(z) und g(x). Fiir diese Funktionen

sollen die Ableitungen unter Anwendung der Quotientenregel bestimmt

werden. Fiir f(x) ist zusitzlich die zweite Ableitung zu berechnen.
Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Quotientenregel, Ableitung von

Potenz-, Logarithmus- und trigonometrischen Funktionen.
Randomisierung Die Funktionen f(x) und g(x) werden mit zufiilligen Koeffizienten ge-

neriert:
e f(x) ist der Quotient zweier Polynome
e g(z) ist der Quotient einer Logarithmusfunktion und einer Kosi-

nusfunktion

Anpassung Die Wertebereiche der zufélligen Koeffizienten kénnen angepasst wer-
den. Aktuell werden Werte zwischen 2 und 6 fiir die meisten Koeffizi-
enten verwendet.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein
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3.4.2.4 Differentialrechnung Grundlagen (1)

Tags Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Betrachten Sie die Funktionen
fTR>R, x— x4,
g:R\ {0} > R,x > L,
h:(0,0) - R, x> L.

5

x6

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f.

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esist g/ (x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von /.

Esist i’ (x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind drei Funktionen f(z), g(z) und h(x). Fiir diese Funktio-

nen sollen die ersten Ableitungen bestimmt werden, wobei die Potenz-
regel fiir verschiedene Exponenten anzuwenden ist.

Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Potenzregel fiir positive, negative
und gebrochene Exponenten.

Randomisierung Die Funktionen werden mit zufilligen Exponenten generiert:
e f(x) = z™, wobel n eine positive ganze Zahl zwischen 2 und 9 ist

e g(x) = z™, wobei n eine negative ganze Zahl zwischen —2 und —9

ist

e h(x) =™, wobei n ein negativer Bruch ist

Anpassung Die Wertebereiche der zufilligen Exponenten kénnen angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein
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3.4.2.5 Differentialrechnung Grundlagen (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
(Stand 06.10.2024)

Betrachten Sie die Funktionen

f R - [-1,1],x — cos(5 - x),

g:R->[-1,1],x sin(‘%"),

h:R - [-1,1], x > cos(3 - 7 - x).

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f.

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esist g’ (x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von /.

Esist i’ (x) =

Hakim Giinther (WH)

Hakim Giinther

CC BY-SA 4.0

Gegeben sind drei Funktionen f(z), g(x) und h(z), die trigonometrische
Funktionen mit linearen Argumenten darstellen. Fiir diese Funktionen
sollen die ersten Ableitungen bestimmt werden, wobei die Kettenregel
anzuwenden ist.

Grundlagen der Differentialrechnung, Kettenregel, Ableitungen von
Sinus- und Kosinusfunktionen.

Die Funktionen werden mit zufilligen Koeflizienten generiert:
e f(x) = cos(ax), wobel a eine ganze Zahl zwischen 2 und 9 ist
e g(x) =sin(bx), wobei b ein Bruch ist
e h(x) = cos(cx), wobei ¢ ein Vielfaches von 7 ist
Die Wertebereiche der zufilligen Koeffizienten kénnen angepasst wer-

den.

Feedback unterdriicken: nein
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3.4.2.6 Differentialrechnung Grundlagen (3)

Tags Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Betrachten Sie die Funktionen
f iR > (0,00), x > &7,
g:R - (0,0),x — 2-e_§,
h:(0,00) > R, x = In(5-x),

t:(0,0) > R, x> ln(%).

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f.

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esistg'(x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von A.

Esisth/ (x) =

(d) Bestimmen Sie die erste Ableitung von ¢.

Esistt/(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind vier Funktionen f(z), g¢(z), h(z) und t(x), die

exponential- und logarithmische Funktionen mit linearen Argumenten
darstellen. Fiir diese Funktionen sollen die ersten Ableitungen bestimmt
werden, wobei die Kettenregel anzuwenden ist.

Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Kettenregel, Ableitungen von
Exponential- und Logarithmusfunktionen.

Randomisierung Die Funktionen werden mit zufilligen Koeffizienten generiert:
o f(x) = e, wobei a eine ganze Zahl zwischen 2 und 7 ist

e g(x) = be®® wobel b eine ganze Zahl zwischen 3 und 7 ist und ¢

ein negativer Bruch
o h(z) = In(dz), wobei d eine ganze Zahl zwischen 2 und 6 ist

e t(x) = In(ex), wobei e ein Bruch ist

Anpassung Die Wertebereiche der zufilligen Koeffizienten kénnen angepasst wer-
den.
Sonderoption Feedback unterdriicken: nein
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