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Lebensdauer einer Fahrradlampe

Eine LED, die zum Bau einer Fahrradlampe eingesetzt wird, hat eine exponentiell verteilte Lebensdauer
[gemessen in Jahren] mit Parameter A = é, d.h. die Dichtefunktion ist

0 firz <0
f(m){ -2

%e fir x > 0.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig ausgewahlte LED langer als 4 Jahre
funktioniert. Bitte geben Sie das Ergebnis auf mindestens zwei Nachkommastellen genau an.
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Beschreibung: Eine Fahrradlampe setzt sich aus vier LEDs zusammen, deren Lebensdau-
ern als unabhéngige, exponentialverteilte Zufallsvariablen modelliert werden.
Im ersten Aufgabenteil soll die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass die
Lebensdauer einer einzelnen LED eine vorgegebene Grenze iiberschreitet. Im
zweiten Aufgabenteil wird die Lebensdauer der gesamten Fahrradlampe un-
tersucht. Es soll hier ebenfalls eine Uberschreitungswahrscheinlichkeit ausge-
rechnet werden.

Didaktische Den Studierenden soll im ersten Teil der Aufgabe iiben, wie man die Wahr-

Uberlegungen: scheinlichkeit berechnen kann, dass eine stetige Zufallsvariable mit einer ge-
gebenen Dichtefunktion Werte in einem vorgegebenen Intervall annimmt. Im
zweiten Teil der Aufgabe sollen die Studierenden lernen, wie man eine alltags-
sprachlich formulierte Frage (,, Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach
x Jahren alle vier LEDs noch funktionieren®) in die mathematische Formel-
sprache iibersetzen und dann lésen kann. Zusétzlich kénnen die Studierenden
erkennen, dass die Verteilung des Minimums der vier Lebensdauern erheblich
von der einer einzelnen Lebensdauer abweicht.
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Screenshots aus der Aufgabe

Aufgabe — Wahrscheinlichkeit berechnen:
Eine LED, die zum Bau einer Fahrradlampe eingesetzt wird, hat eine exponentiell verteilte Lebensdauer
[gemessen in Jahren] mit Parameter A = %, d.h. die Dichtefunktion ist

0 firz <0
f(m){_ _z

;e s firz > 0.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufallig ausgewahlte LED langer als 4 Jahre
funktioniert. Bitte geben Sie das Ergebnis auf mindestens zwei Nachkommastellen genau an.

Antwort: I I

i.) Zwischenschritt — Passende mathematische Ausdriicke auswihlen:

(a.1) Es ist die Wahrscheinlichkeit gesucht, dass eine zuféllig ausgewahlte LED langer als 3/2
Jahre funktioniert. Welche der folgenden Ausdriicke hat den gleichen Wert wie die gesuchte
Wahrscheinlichkeit?
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ii.) Zwischenschritt — Passendes Integral auswihlen:

(a.2) Bei dichteverteilten Zufallsvariablen kdnnen wir Wahrscheinlichkeiten mithilfe eines
Integrals tiber die Dichte ausrechnen. Wenn Sie die Wahrscheinlichkeit P(X > %) als
Integral schreiben, welches Integral ergibt sich?
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ili.) Zwischenschritt — Passende Stammfunktion angeben:

(a.3) Im vorherigen Schritt haben Sie das Integral
oo
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ausgewahlt. Was ist eine richtige Stammfunktion fur den Integranden im ausgewahlten
Integral?
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Aufgabe — Wahrscheinlichkeit berechnen:



(b) Eine Fahrradlampe besteht aus vier LEDs des oben beschriebenen Typs. Wir bezeichnen
ihre Lebensdauern mit X7, ..., X, und nehmen an, dass diese unabhangig sind.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass nach 3/2 Jahren noch alle vier LEDs
funktionieren. Bitte geben Sie das Ergebnis auf mindestens zwei Nachkommastellen genau

an.

Antwort: I

i.) Zwischenschritt — Passendes Ereignis auswéhlen:

funktionieren. Welches Ereignis passt zu unserer gesuchten Fragestellung?

of{x,=3,...,x,=%}
O{X1>%,. .,X4>%}
Of{xi<3,.., X <3}

(b.1) Wir wollen die Wahrscheinlichkeit berechnen, dass nach 3/2 Jahren noch alle vier LEDs

ii.) Zwischenschritt — Korrekte Gleichungen auswéhlen:

(b.2) Jetzt wollen wir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {X1 > %, e Xy > %}
bestimmen. Welche Gleichungen stimmen?

OPX;>3,...,X:>2)=P(X; > 3).-P(Xy > 3)
OPX;>2,...,X,>3)=P(X;>3)+. .+ P(X;> 3)
OPX;>3,...,X,>3)=P(X; > 2)*




