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Poisson-Approximation

25 Personen werden auf Infektion mit einem Krankheitserreger getestet. Wir nehmen an, dass
jede Person mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.1 mit dem Krankheitserreger infiziert ist und
dass vorherige Infektionsketten unter den Personen ausgeschlossen werden kdnnen.

(a) Berechnen Sie exakt die Wahrscheinlichkeit, dass von den 25 getesteten Personen genau
2 Personen mit dem Krankheitserreger infiziert sind.

Die exakte Wahrscheinlichkeit betragt . Geben Sie den Wert als

Formel ein.

Axel Biicher, Peter Kern, Christian Miiller, Heinrich-Heine-Universitéit Diissel-
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CC BY-SA 4.0

Mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Mathematik, Phy-
sik, Informatik, Ingenieurwissenschaften, Wirtschaftswissenschaften

Diskrete Verteilungen

Stochastik, = Wahrscheinlichkeitstheorie, = Binomialverteilung, Poisson-

Verteilung, Poissonscher Grenzwertsatz, Poisson-Approximation
ja
tutorielle Aufgabe!

In der Aufgabe sollen die Studierenden eine Binomial-Wahrscheinlichkeit zu-
erst exakt berechnen und anschliefend mit der Poisson-Approximation ap-
proximativ berechnen. Auflerdem wird die Gréflenordnung des Approximati-
onsfehlers abgefragt. Nachdem die Aufgabe richtig gelost wurde, kénnen die
Studierenden mit einer interaktiven Anwendung erkunden, wie sich der Appro-
ximationsfehler dndert, wenn die Parameter n und p der Binomialverteilung
verdndert werden.

Die Studierenden lernen die Anwendung der Poisson-Approximation zur nihe-
rungsweisen Berechnung von Binomial-Wahrscheinlichkeiten. Ein Zwischen-
schritt hilft ihnen dabei, den Parameter der Poisson-Verteilung zu bestimmen
und die Poisson-Approximation durchzufithren. Anhand der erhaltenen Ergeb-
nisse kann die Genauigkeit der Poisson-Approximation beurteilt werden. Die
interaktive Anwendung im Feedback der letzten Teilaufgabe veranschaulicht
den Approximationsfehler visuell.

Diese Aufgabe bindet das Skript stackselbstlern.js von Michael Kallweit
fiir die Aufgabennavigation ein.
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1Eine tutorielle Aufgabe ist eine digitale Aufgabe, die im Falle einer fehlerhaften Antwort in kleinere und einfachere Teilaufgaben
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Screenshots aus der Aufgabe

(a) Teilaufgabe — Wahrscheinlichkeit exakt berechnen:

25 Personen werden auf Infektion mit einem Krankheitserreger getestet. Wir nehmen an, dass
jede Person mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.1 mit dem Krankheitserreger infiziert ist und
dass vorherige Infektionsketten unter den Personen ausgeschlossen werden kénnen.

(a) Berechnen Sie exakt die Wahrscheinlichkeit, dass von den 25 getesteten Personen genau
2 Personen mit dem Krankheitserreger infiziert sind.

Die exakte Wahrscheinlichkeit betragt . Geben Sie den Wert als
Formel ein.

i.) Zwischenschritt — passende Verteilung auswéhlen:

(a1) Welches dieser diskreten WahrscheinlichkeitsmaBe beschreibt die Verteilung der
infizierten Personen unter den getesteten Personen?

O Geometrische Verteilung
O Laplace-Verteilung
O Hypergeometrische Verteilung

O Binomialverteilung

(b) Teilaufgabe — Wahrscheinlichkeit approximativ berechnen:

(b) Wir kénnen die gesuchte Wahrscheinlichkeit auch approximativ berechnen, indem wir die
Poisson-Approximation verwenden, welche auf dem Poissonschen Grenzwertsatz beruht.
Berechnen Sie nun die Wahrscheinlichkeit, dass von den 25 getesteten Personen genau 2
Personen mit dem Krankheitserreger infiziert sind, approximativ mithilfe der Poisson-
Approximation.

Die approximierte Wahrscheinlichkeit betragt . Geben Sie den

Wert als Formel ein.

i.) Zwischenschritt — Parameter der Poisson-Verteilung auswihlen:

(b1) Bei der Poisson-Approximation wird die Binomialverteilung durch eine Poisson-
Verteilung angendhert. Wie bestimmt man dabei den Parameter A der Poisson-Verteilung aus
den Parametern nn und p der Binomialverteilung?
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On-p
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(c) Teilaufgabe — Approximationsfehler angeben:

(c) Bei der Poisson-Approximation in (b) entsteht nattrlich ein Fehler gegentiber dem exakten
Ergebnis aus (a). Geben Sie die GroBenordnung des absoluten Fehlers

Bin(25,0.1)({2}) — Poi(25 - 0.1)({2})|

an, den Sie bei der Berechnung der Wahrscheinlichkeit mithilfe der Poisson-Approximation
gerade gemacht haben. Damit ist die Position der ersten signifikanten Nachkommastelle der
Differenz zwischen der exakten Wahrscheinlichkeit Bin(25,0.1)({2}) ~ 2.66 x 10!

der approximierten Wahrscheinlichkeit Poi(25 - 0.1)({2}) a2 2.57 x 10! gemeint.

Der Fehler liegt in der GréBenordnung 10*‘ ‘

Interaktive Anwendung im Feedback:

In der folgenden Grafik ist der (vorzeichenbehaftete) Fehler

n np)k
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k!

der Erfolgswahrscheinlichkeit p aufgezeichnet. Die Parameter n und k lassen sich tber die
Schieberegler verandern.
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Der Poissonsche Grenzwertsatz besagt gerade, dass fn,k(pn) — 0 fur n — oo, falls
np, — A € R fir n — oo. Fiir groBe n und kleine p ist der Fehler f, x(p) also
betragsmaBig sehr klein.




