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Handreichung fiir Dozierende zum Themenpaket
Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

OER.Stochastik.nrw

Materialien in diesem Paket

4 Videos, 4 Interaktive Anwendungen, 10 Aufgaben

Fachbereiche

Mathematische Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung, Mathematik, Physik, Informatik,
Ingenieurwissenschaften, Wirtschaftswissenschaften, Pharmazie, Humanmedizin und Gesund-
heitswissenschaften

Kurzbeschreibung der Materialien

Video: Baumdiagramme — Diskrete Zufallsverteilungen darstellen

In diesem Video wird der Zusammenhang zwischen Baumdiagrammen und Wahrscheinlich-
keitsraumen erklart. Es wird darauf eingegangen, wie man diskrete Verteilungen mithilfe von
Baumdiagrammen darstellen kann und wie Baumdiagramme zur Losung kombinatorischer Pro-
bleme beitragen koénnen.

Video: Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Anhand eines anschaulichen Beispiels wird der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit moti-
viert und die definierende Formel heuristisch hergeleitet. Durch ein Rechenbeispiel wird deut-
lich, dass klar zwischen dem bedingenden und dem interessierenden Ereignis unterschieden
werden muss. Die Verbindung zu zweistufigen Zufallsprozessen und Baumdiagrammen wird
hergestellt.

Video: Rechenregeln fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten

Die Formel der totalen Wahrscheinlichkeit und der Satz von Bayes werden an Rechenbeispielen
illustriert. AnschlieBend werden beide Formeln mathematisch prazise formuliert.

Video: Pradiktive Werte

Anhand eines Rechenbeispiels werden die Begriffe Sensitivitdt, Spezifitdt und Préavalenz erklért
und Formeln fiir den positiven und den negativen pradiktiven Wert heuristisch hergeleitet. Die
Interpretation und Bedeutung pradiktiver Werte in der medizinischen Diagnostik wird her-
vorgehoben. Die mathematischen Abhéangigkeiten der préadiktiven Werte von der Sensitivitat,
Spezifitat und Pravalenz werden grafisch diskutiert.

(@)ov-sa 1




Handreichung fiir Dozierende OER.Stochastik.nrw

Interaktive Anwendung: Baumdiagramme, Pfadregeln und der Satz der totalen
Wahrscheinlichkeit

In dieser interaktiven Anwendung werden die erste und zweite Pfadregel in Baumdiagrammen
und der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit behandelt.

Interaktive Anwendung: Der Satz von Bayes und bedingte Wahrscheinlichkeiten

In dieser interaktiven Anwendung wird der Satz von Bayes besprochen und auf bedingte Wahr-
scheinlichkeiten eingegangen. Die Sensitivitat und Spezifitdt diagnostischer Tests in der Medizin
dient als Anwendungsbeispiel.

Interaktive Anwendung: Priadiktive Werte

Die Werte von Sensitivitdt, Spezifitdt und Préavalenz konnen interaktiv verandert werden, um
ihre Auswirkungen auf den positiven und den negativen pradiktiven Wert sichtbar zu machen.
Ausfiithrliche Rechnungen mit dem Satz von Bayes bieten eine mathematische Erkldrung der
beobachteten Zusammenhénge.

Interaktive Anwendung: Das Ziegenproblem

Das Ziegenproblem kann interaktiv in ein Baumdiagramm tibertragen werden. In anschlieflen-
den Arbeitsauftragen mit ausfithrlichen Erklarungen werden die Gewinnwahrscheinlichkeiten
fiir verschiedene Spielstrategien berechnet und verglichen.

Aufgabe: Baumdiagramme

In dieser Aufgabe wird die Verwendung eines Baumdiagramms zur Loésung kombinatorischer
Fragestellungen demonstriert. Erst sollen die einzelnen Wahrscheinlichkeiten im Baumdiagramm
bestimmt werden. Dann sollen die erste und die zweite Pfadregel angewendet werden.

Aufgabe: Vierfeldertafel 1

In dieser Aufgabe sollen mithilfe einer Vierfeldertafel fiir Wahrscheinlichkeiten zwei verschiedene
bedingte Wahrscheinlichkeiten berechnet werden.

Aufgabe: Vierfeldertafel 2

In einer Vierfeldertafel sollen mithilfe einiger bedingter Wahrscheinlichkeiten die fehlenden Ein-
trage bestimmt werden.

Aufgabe: Satz von Bayes

In der Aufgabe sollen die Studierenden zuerst den in der Aufgabenstellung gegebenen Sach-
kontext in bedingte Wahrscheinlichkeiten iibertragen. Anschlielend sollen sie zwei verschiedene
bedingte Wahrscheinlichkeiten mit dem Satz von Bayes berechnen.

Aufgabe: Pradiktive Werte

In der Aufgabe werden zuféllige Werte von Sensitivitit, Spezifitdt und Pravalenz generiert. Die
Studierenden sollen dann Gréflen berechnen, die bei diagnostischen Testverfahren haufig Ver-
wendung finden, wie die Falsch-Positiv-Rate, die Falscherkennungsrate oder pradiktive Werte.
Dabei wird das Rechnen mit dem Satz von Bayes eingeiibt.
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Aufgabe: Totale Wahrscheinlichkeit

In der Aufgabe sollen die Studierenden zuerst den in der Aufgabenstellung gegebenen Sachkon-
text in bedingte Wahrscheinlichkeiten iibertragen. AnschliefSend sollen sie eine Wahrscheinlich-
keit mit der Formel der totalen Wahrscheinlichkeit berechnen.

Aufgabe: Ziegenproblem

In der Aufgabe sollen die Studierenden zuerst das in der Aufgabenstellung formulierte Ziegen-
problem in ein Baumdiagramm tibertragen. Anschlieend sollen sie mit dem Multiplikationssatz
eine allgemeine Formel fir die Gewinnwahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit von der Spielstrate-
gie herleiten. SchliefSlich sollen sie verschiedene Spielstrategien miteinander vergleichen und die
beste Spielstrategie bestimmen.

Aufgabe: Unabhingigkeit von Ereignissen

In der Aufgabe sollen die Studierenden in einem endlichen Laplace-Raum Beispiele fiir drei
nichtleere Ereignisse angeben, die die Definition der Unabhéngigkeit von Ereignissen nur in
Teilen erfiillen. Auflerdem sollen sie ein Gegenbeispiel angeben, das zeigt, dass die Unabhén-
gigkeit von Ereignissen nicht transitiv ist.

Aufgabe: Unabhingigkeit von diskreten Zufallsvariablen

In der Aufgabe wird zuféillig eine bivariate Zéhldichte generiert. Die Studierenden sollen dann
die Randdichten der Projektionsabbildungen und die Dichte des Produktmafles berechnen. Ba-
sierend darauf sollen sie entscheiden, ob die Zufallsvariablen unabhéngig sind oder nicht.

Aufgabe: Unabhangigkeit von stetigen Zufallsvariablen

In der Aufgabe wird zuféllig eine bivariate Dichtefunktion generiert. Die Studierenden sollen
dann die Randdichten der Projektionsabbildungen und die Dichte des Produktmafles berechnen.
Basierend darauf sollen sie entscheiden, ob die Zufallsvariablen unabhéngig sind oder nicht.

Schlagworter

Mit einem * markierte Begriffe werden als bekannt vorausgesetzt.

Baumdiagramm, *Héaufigkeitsinterpretation der Wahrscheinlichkeit, bedingte Wahrscheinlich-
keiten, Satz von Bayes, Formel der totalen Wahrscheinlichkeit, Multiplikationssatz, erste und
zweite Pfadregel, Sensitivitédt, Spezifitat, Pravalenz, Falsch-Positiv-Rate, Falsch-Negativ-Rate,
positiver /negativer pradiktiver Wert, Falscherkennungsrate, Falschauslassungsrate, diagnosti-
sche Testverfahren, Ziegenproblem, (paarweise) Unabhéngigkeit von Ereignissen, *Zufallsvaria-
ble/Zufallsvektor, *gemeinsame Verteilung, *Randverteilung/Randdichte, *Produktmaf, Un-
abhangigkeit von Zufallsvariablen

Einsatzszenarien

Das Themenpaket ist modular aufgebaut, alle Materialien kénnen einzeln und unabhéngig
voneinander eingesetzt werden.
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o Die Videos bieten einen motivierenden Einstieg in das Thema bedingte Wahrscheinlich-
keiten. Sie werden parallel zum entsprechenden Vorlesungsabschnitt gezeigt oder den Stu-
dierenden zur eigensténdigen Vorbereitung im Flipped Classroom Szenario zur Verfiigung
gestellt.

o Mit den interaktiven Anwendungen erkunden die Studierenden eigenstdndig und mithilfe
von Beobachtungsauftragen das Thema bedingte Wahrscheinlichkeiten. Sie wiederholen
und vertiefen auf diese Weise den Vorlesungsstoff. Die interaktiven Anwendungen kénnen
auch direkt in der Vorlesung gezeigt werden.

« Die Aufgaben erginzen im wochentlichen Ubungsbetrieb die schriftlichen Hausaufgaben
zu bedingten Wahrscheinlickeiten und zur Unabhéangigkeit. Die Studierenden nutzen sie
zur Wiederholung des Vorlesungsstoffs und zur Priifungsvorbereitung. Weitere Informa-
tionen befinden sich in separaten Handreichungen zu den einzelnen Aufgaben.

Ausblick

Das Projekt OER.Stochastik.nrw stellt weiterfithrende Materialien zur Verfiigung.

o Das Themenpaket Diskrete Verteilungen beinhaltet Materialien zu diskreten Zufalls-
variablen, ihren Verteilungen und Kennzahlen wie Erwartungswert und Varianz sowie zu
konkreten Anwendungen bei der Modellierung diskreter Daten.
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