Michael Rode

Unterrichtspraxis

Das Zeigermodell im Unterricht
uber Quantenphysik nutzen

Eine kurze Anleitung

=

SENSTUFE: 10-13
ITUMFANG:  variabel, unterrichtsbegleitend

THEMEN:  Schwingungen und Wellen,
Quantenphysik

PETENZEN: Modellieren, Umgang mit ma-
thematischen Darstellungen

TERIALIEN: [3]

In diesem Beitrag werden zunachst
die Grundlagen des Zeigermodells
knapp dargestellt mit dem Ziel, An-
wendungshinweise zu geben. An
diesen grundlegenden Teil schlie-
Ben sich je ein Abschnitt iiber das
Mach-Zehnder-Interferometer und
eine Erweiterung zur Zeigermultipli-
kation an. Letztere gehort zwar nicht
zum Kern der Curricula, es soll jedoch
deutlich werden, welche besonderen
Starken das Zeigermodell entwickelt,
wenn man zusdtzlich zur weithin be-
kannten Addition von Zeigern auch
deren Multiplikation einfiihrt. Die-
se Multiplikation sowie die darauf
aufbauende Vermittlung zwischen
+Wellenbeschreibung"” und ,stochas-
tischer Deutung” werden hier nach
unserer Kenntnis erstmalig fir den

etk = Cos(wt—kx) + i - sin(wt—kx)

1 | Ein mit zunehmender Zeit ¢ an einem
festen Ort x gegen den Uhrzeigersinn
rotierender Zeiger, dargestellt in der
GauB’schen Zahlenebene, mit seinen
Projektionen auf die beiden Achsen.
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Unterricht elementarisiert dargestellt
und erméglichen auch einen stringen-
ten Zugriff auf die Verschrankung (s.
Kasten 5 im fachlichen Basisartikel).

Grundlagen

Mithilfe von Zeigern lassen sich die

zur Beschreibung der Quantenphy-

sik erforderlichen, komplexwertigen

Funktionen schulgerecht elementa-

risieren. So wird das dem Gebiet in-

hdrente Unanschauliche symbolisch
unterstutzt.

Diese Funktionen koénnen in der
Form Y(t, x) = A-elt-k potiert wer-
den. Dabei sind w=27/Tund k = 21/,

Y(p) = A-ev= A-(cosyp + 1-siny),
damit lassen sich ¥-Funktionen durch
rotierende Zeiger in der GauB'schen
Zahlenebene darstellen. In dieser
Darstellung ist die Rechtsachse die
reelle Achse, die Hochachse ist die
imagindre Achse (s. Abb. 1).

Diese Darstellung bedingt die fol-
genden Regeln:

e Ri1: Fir t = 0 und x = 0 steht der
zugehdrige Zeiger in , 3-Uhr-Stel-
lung” (, Startposition").

e R2:Fir t=0und wachsendes x (,in
Ausbreitungsrichtung”) erscheinen
die zu den einzelnen Oszillatoren

@ @@@

gehorenden Zeiger im Uhrzeiger-
sinn weitergedreht. Nach einer
Wellenldange ist eine vollstdndige
Drehung absolviert.

e R3: Fir einen ausgewéhlten Oszil-
lator an einem festen Ort x erfolgt
die Drehung des Zeigers mit
zunehmender Zeit { gegen den
Uhrzeigersinn. Nach Ablauf einer
Periodendauer T hat sich dieser
Zeiger einmal gedreht.

Erste Schritte

Es hat sich bewdhrt, im Unterricht zu
untersuchende Situationen zunachst
mit einer fiktiven Wellenldnge von
A =4 cm durchzufiihren. In der Regel
wird man den Zeitpunkt ¢ = 0 betrach-
ten. Unter diesen Bedingungen kann
man Zeigerstellungen mithilfe eines
Lineals auf Achtel-Umdrehungen ge-
nau bestimmen (s. Abb. 2).

Erst spater und mit dynamischen
Geometrieprogrammen wird man
auch die Zeit variieren, z.B. um sich
zu iiberzeugen, dass die Interferenz-
muster zeitlich konstant sind.

Einsatz des Zeigermodells

Das Zeigermodell ist bereichsiiber-
greifend. In meinem Unterricht wird
es bereits eingefiihrt, um Schwingun-
gen oder Wellen zu beschreiben. In
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2 | Beispiel fiir die Bestimmung einer Zeigerstellung. Der Nullpunkt des Lineals kennzeichnet die
Lage des fiktiven Senders, die Ausbreitung erfolgt nach rechts. Daher erfolgt die Drehung
bei Bewegung von links nach rechts mit dem Uhrzeigersinn. Wig in allen gleichartigen Bei-
spielen wird \ = 4 cm gewdhlt. Der Abstand vom Sender zum Punkt P betrdgt 9,2 cm. Das
entspricht etwas mehr als 2 2/8 Umdrehungen. Die Zeigerstellung ist also etwa ,,7 Uhr*,
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3 | Darstellung einer Doppelspalt-Situation: Zur oberen Verbindung Quelle—De-
tektor gehort eine Pfadldnge von etwa 23,8 cm. Nimmt man \ = 4 cm an, so
ergeben sich 57/8 Umdrehungen, der zugehorige Zeiger hat also ,nicht ganz
sechs Umdrehungen geschafft”. Fiir den unteren Pfad ergeben sich 24,6 cm,
entsprechend 6 1/8 Umdrehungen. Die beiden Zeiger und deren Summe sind
oben rechts dargestellt. Die Kurve am rechten Bildrand stellt das Quadrat der
Amplitude dar - es wird also angenommen, dass mit Mikrowellen und nicht mit
Schall gearbeitet wird.

4 | Prinzipzeichnung eines Mach-Zehnder-Interferometers (mit ST: Strahl- ]
teiler, ES: Endspiegel. DO bzw. DR: Detektoren). Wegen der Annahme !
A = 4 cm wurden alle relevanten Léngen als Vielfache von 4 cm
gewdhlt. Auf dieser Grundlage lassen sich die Zeigerstellungen an den
Detektoren sehr einfach bestimmen: Entscheidend fiir die Ergebnisse
sind unter diesen Bedingungen nur die Phasenspriinge gemaf den
Regeln R4 und R5.

diesem Fall bedeuten die Lédnge des
Zeigers |V die (reelle) Amplitude und
das in der Quantenphysik wichtige
|¥12 die Intensitét,

Auch eine der beiden Projektionen
auf die Achsen hat im klassischen Fall
eine Bedeutung: Im mechanischen
Fall beschreibt sie die Elongation, je
nach Achse, auf die man projiziert,
dies gilt sowohl fiir longitudinale als
auch fir transversale Wellen. Bei
elektromagnetischen Wellen bedeu-
tet die Projektion auf die Hochachse
die elektrische Feldstdrke (s.a. die
ausfiihrliche Einfithrung in [1]).

In der Quantenphysik kommt den
Projektionen keine selbststdndige Be-
deutung zu. In quantenphysikalischen
Situationen ergibt [¥[2 ein MaS8 fiir die
Nachweiswahrscheinlichkeit, mit der
man in einem gegebenen Aufbau ein
auf festgelegte Weise prépariertes
Quantenobjekt in einem Detektor
nachweisen kann.

Beschreibung von Interferenz

Um Standardsituationen zu verstehen,

bietet es sich an, zunéachst stets auf der

Grundlage von Prinzipzeichnungen

und mit A = 4 cm zu arbeiten. Man

geht dann folgendermaBen vor:

° Das Prinzip des Aufbaus wird groB-
formatig aufgezeichnet.

e Die Langen aller denkbaren
Verbindungen Quelle—Detektor
(,Pfade”) werden ausgemessen.
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e Die zugehorigen Zeigerstellungen
werden auf 1/8-Umdrehungen
(£ 0,5 cm) genau auf dem Lineal
abgelesen.

o Die beteiligten Zeiger werden so
addiert, wie man es aus der Sekun-
darstufe I von Kréften her kennt.

e Die Ldnge des resultierenden
Zeigers ist proportional zur Ampli-
tude. Mikrofone beispielsweise
messen Amplituden, also Zeiger-
langen. Misst der Detektor Energie-
stromstarken (wie z.B. bei Licht),
muss die Ldnge des resultierenden
Zeigers noch quadriert werden.

Mit einem dynamischen Geometrie-

Programm kann man das Ergebnis fiir

jeden Ort des Detektors bestimmen

und grafisch tiber den méglichen Or-

ten des Detektors auftragen (s. Abb. 3).
Viele weitere einschldgige Bei-

spiele findet man in [3].

Mach-Zehnder-Interferome-
ter mit Zeigern modellieren

Will man Interferometer beschreiben,

muss man zusatzlich zu den bereits

eingefiihrten Regeln beachten, dass

an Reflektoren Phasenspriinge auf-

treten.

e R4: Endspiegel erzeugen stets
Phasenspriinge von 180°.

e R5: Verlustlose und symmetri-
sche Strahlteiler erzeugen einen

Phasensprung von 90° im Gegen-

uhrzeigersinn fiir die reflektierten

Anteile. Die transmittierten Anteile

erfahren keinen Phasensprung.
Begriindungen und Beschreibungen
von Experimenten kénnen beim Ver-
fasser abgerufen werden (s.a. [1]).

Es zeigt sich, dass bei einem opti-
mal justierten Mach-Zehnder-Interfe-
rometer (mit nicht-divergentem Licht
betrieben) kein Licht am Detektor DO,
dafiir aber alles Licht am Detektor DR
registriert wird (s. Abb. 4).

Zeigermultiplikation

Die — stochastische Deutung von
Interferenzmustern kann man mit
Gewinn vertiefen, indem man die
Vorgdnge am Mach-Zehnder-Inter-
ferometer noch einmal anders und
vertiefend untersucht. Ziel der hier
vorgeschlagenen Erweiterungist u.a.,
zwischen Teilchen- und Wellenbild zu
vermitteln. Ankniipfend an die aus
dem Mathematikunterricht bekann-
ten Pfadregeln gewinnt man durch die
beiden, einander widersprechenden
Darstellungsformen Einsicht in die
Notwendigkeit der Zeigermultiplika-
tion, ohne die man nicht sachgerecht
uber Verschrdnkung sprechen kann.

Das Verhalten einzelner Photonen
am ersten Strahlteiler (ST1; s. Abh. 4)
kénnte man als Zufallsexperiment
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das Strahlteiler-Experiment Mach-Zehnder-Interferometer unter o
unter der Annahme einer der Annahme, dass (iber die Vorgénge -
durch Wiirfeln entschieden wird. Es

50:50-Teilung. T steht fiir
Transmission, zugehdrige
Pfade im Baum werden nach
unten eingetragen, angedeutet
durch den Pfeil ,T* (kein Zei-
ger!). Reflexion (R) wird durch
Pfade nach oben dargestellt.

ergibt sich, dass beide Detektoren mit
der (gleichen) Wahrscheinlichkeit von
0,5 ansprechen miissten, wenn es
sich um ein klassisches Wiirfelexperi-
ment handeln wiirde.

7 | Darstellung eines Mach-Zehnder-Interferometers mit den abschnitts-
weise bestimmten Zeigern. Deren Lénge wird nach jedem Strahlteiler
verkiirzt. Das modelliert die Abnahme der Amplituden. An den Detek-
toren sind die zu den Pfaden gehérenden Zeiger-Produkte eingetragen.
Man erkennt, dass an DO niemals ein Ereignis registriert wird, an DR
immer. (Die zugrunde gelegte Wellenlénge betragt auch hier 4 cm.)

auffassen und durch einen Wahr-

scheinlichkeitsbaum beschreiben (s.

Abb. 5): Photonen werden dort zufalls-

bedingt ungeteilt entweder reflektiert

oder transmittiert.

Wenn man die beiden Pfade, die
am Strahlteiler entstehen, in einem
Mach-Zehnder-Aufbau zusammen-
fiihrt, sollte man fiir unteilbare Ob-
jekte, tiber deren Geschick klassisch
gewlrfelt wiirde, einen erweiterten
Baum zeichnen kénnen (s. Abh. 6).

Ein Experiment mit Licht zeigt aber
bekanntlich Interferenz, die sich in
Abbildung 4 dadurch duBert, dass der
Detektor DO niemals Licht empfangt.
Die (wie erwartet falsche) Vorhersage,
die man aus dem Wirfel-Gedanken
erhdlt, wird zu einer richtigen, wenn
man die Wahrscheinlichkeits-Pfad-
regeln umdeutet. Diese Pfadregeln
fordern Multiplikation langs eines
Pfades zu einem Ereignis und Ad-
dition bei Vorliegen mehrerer Pfade
zum gleichen Ereignis.

Auch Zeiger kann man multipli-
zieren, wobei die Multiplikation fol-
genden Regeln unterliegt:

» R6: Man schreibt jedem aufein-
ander folgenden Abschnitt langs
eines Pfades im Interferometer
unabhédngig voneinander einen
Zeiger zu, der am Beginn in der
Ausgangsstellung (,3 Uhr") startet
und entsprechend der Ldnge des
Abschnitts gedreht wird.
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e R7: Die Phasenverschiebung
durch Reflexion gemaB R4-5 wird
dem auf einen Spiegel folgenden
Abschnitt zugeordnet. Die Wahr-
scheinlichkeit fiir Reflexion bzw.
Transmission wird ggf. durch eine
entsprechende Verkiirzung des
Zeigers (p = 0,5 £ Verkiirzung
auf V0,5 Ausgangslinge) darge-
stellt. Die Wurzel muss eingefiihrt
werden, weil die Nachweiswahr-
scheinlichkeit das Quadrat der
Zeigerldnge darstellt.

e R8: Multiplizieren zweier Zeiger
bedeutet ,Drehungen addieren”
sowie ,Langen multiplizieren":
Man muss den ersten Zeiger um so
viel weiter drehen, wie der zweite
angibt. Die erste Regel ist im Unter-
richt unbedingt erforderlich, wenn
man die hier beschriebene Erwei-
terung mitgehen mochte. Auf die
Beachtung der Multiplikation der
Amplituden kann man meist ohne
Verlust an Klarheit verzichten. !

Das Ergebnis der Modellierung zeigt

in Ubereinstimmung mit den Uberle-

gungen zu Abbildung 4, dass die Nach-
weiswahrscheinlichkeit am oberen

Detektor DO stets Null ist, am rechten

(DR) aber stets 1 (vgl. Abb. 7). Das Ver-

fahren funktioniert also zuverléssig.
Gleichzeitig kann man damit eine

tragfahige Synthese zwischen Wahr-
scheinlichkeits-Bild und Zeiger-Bild
gewinnen: Mit Zeigern (, Wahrschein-

lichkeits-Amplituden”) zu rechnen,
bedeutet eine der Quantenphysik
angepasste Anwendung bekannter
Regeln tiber Wahrscheinlichkeiten.

Erfahrungen

In meinem Unterricht hat sich die
Pfadmethode einschlieBlich der Zei-
germultiplikation inzwischen in drei
Durchgédngen bewéhrt — mit Zeigern
arbeiten wir schon deutlich langer
als ein Jahrzehnt. Die Erweiterung
um die Pfadmultiplikation tragt zum
Nachdenken tiber Physik bei, ver-
tieft die stochastische Deutung der
Interferenzmuster und ist ein geeig-
netes Mittel, um naiven Dualismus
zu vermeiden.

Anmerkung

1) Zeiger sind komplexwertige Exponential-
funktionen. Darum bedeutet deren Multipli-
kation die Addition der Exponenten (, weiter
drehen”) und die Multiplikation der reellen
Amplituden.
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