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Logik in der Informatik: Formale Verifikation

iPhone 4

® Aus einer Pressemeldung von 2013
[heise.de]

Thomas Zeume

® Um auf die Kontaktliste eines gesperrten iPho-
nes zuzugreifen, konnte man

® es einschalten,

® den ,Entsperren-Slider nach rechts ziehen,

® quf ,Notruf* tippen,

® juf den Ausschalt-Knopf driicken, bis die
Ausschalt-Option angezeigt wird,

® Abbrechen" klicken,

® cine Notrufnummer wahlen, verbinden und
sofort wieder auflegen,

® das Gerat aus- und einschalten,

® den ,,Entsperren“-Slider ziehen,

® den Ausschaltknopf gedriickt halten,

® kurz bevor die Ausschalt-Option angezeigt
wird, auf ,,Notruf* driicken

Oh nein!

® Die Kontakte 6ffneten sich und blieben gedffnet,
solange der Ausschaltknopf gedriickt bleibt
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Logik in der Informatik:

Frage

Wie lasst sich tiberpriifen, ob ein System eine
Eigenschaft hat?

® Klassische Methode zum Finden von Bugs:
Testen! Testen! Testen!
® Problem: in der Regel zu viele mégliche Ein-
gaben, um alle zu testen
® Besser: Formale Verifikation

® Formale Korrektheitsbeweise fiir Soft- und
Hardware
® Moglichst: Automatisiert

® Grundlegendes algorithmisches Problem:

® Gegeben: Ein System S und eine Eigen-
schaft B

® Frage: Wie l3sst sich automatisch iiber-
priifen, ob S die Eigenschaft E hat?
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Formale Verifikation

® Grundidee:
® Formalisiere die Eigenschaft durch
eine logische Formel ¢

® Modelliere das System durch ein for-
males Modell M

® Uberpriife, ob das formale Modell M
die Formel ¢ erfiillt

® Passende Logik:
Temporallogik
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Logik in der Informatik: Datenbanken

Bre

Verbindungen mit 1x Umsteigen
Mil Select El.start, E2.ziel
From E as E1, E as E2
Where El.ziel = E2.start

J
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Logik in der Informatik: Datenbanken

Bre

Frage

Mil Lassen sich mit SQL auch Verbindungen mit haufi-
gem Umsteigen finden?

\ J
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Logik in der Informatik: Datenbanken

r 3

® Kern-SQL: Kein Grouping, keine Aggrega-
< tion, keine Rekursion

® |dee: Beantwortung der Frage mit logi-
schen Methoden

[ Fragestellung ]

<+

[ Ubersetzung in logische Fragestellung ]

Erreichbarkeitsanfrage 4
Gegeben: Ein Graph G = (V, E) [ Lésung mit Methoden der Logik ]
Gesucht: Alle Paare (z,y) € V X V,

sodass es einen Weg von x Jf

nach y in & gibt [ Riickiibertragung der Losung ]

Frage

Lasst sich die Erreichbarkeitsanfrage in ® Passende L'?g_ik: .
(Kern-)SQL ausdriicken? Pradikatenlogik (kurz: FO)
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Griinde fiir Formale Logik: Prazision

Beispiel: Mehrdeutigkeit der Umgangsprache

® Ich sah den Mann auf dem Berg mit dem Teleskop*

® Es gibt mindestens folgende Interpretationen dieses Satzes:
® ....Berg mit dem Teleskop*:

® Ich sah...mit dem Teleskop*:

>z

T

% |dee zu diesen drei Folien: Foliensatz von Prof. Kastens, Paderborn
Thomas Zeume Vorkurs: Logik » Einfithrung



Griinde fiir formale Logik: Struktur von Zusammenhingen

Eine schliissige Uberlegung

® \Wenn der Zug zu spat kommt
und keine Taxis am Bahnhof
sind, kommt Jane zu spét zu ih-
rem Termin

® Der Zug ist zu spat
® Aber Jane ist plinktlich

= Also sind Taxis am Bahnhof

Noch eine schliissige Uberlegung

® Falls es regnet und John seinen
Schirm nicht dabei hat, wird er
nass

® Es regnet
® Aber John wird nicht nass

= Also hat er seinen Schirm dabei

1= Beispiele aus [HR]
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® Die beiden Beispiele sind sehr dhnlich

® In beiden Fallen haben wir es mit 3 elementaren

Aussagen zu tun:
(1) | Der Zug ist zu spat Es regnet

(2) | Essind Taxis am Bahnhof John hat seinen

Schirm dabei
(3) | Jane kommt zu spat John wird nass
® Die Struktur der Argumentation ist jeweils gleich:
® Falls (1) gilt und (2) nicht gilt, so gilt (3)
® (1) gilt
® (3) gilt nicht
= Also gilt (2)

® Beobachtung:
® Die Argumentation ist unabhangig vom Inhalt
der Aussagen (1) — (3)
® Es kommt nur auf den logischen Zusammenhang

zwischen den Aussagen an
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Griinde fiir formale Logik: Problemlosen

Eine typische Logelei

® Anna: ,Jan oder ich werden zur Party gehen*

® Jan: , Entweder Patrick oder ich werden zur
Party gehen"

® Patrick: , Entweder Anna oder ich werden
zuhause bleiben”

=> D.h. Anna bleibt genau dann zuhause,
wenn ich nicht zuhause bleibe.

® Wer geht zur Party?

® Wir kiirzen ab:

® A steht fir ,,Anna wird zur Party gehen*
® P steht fir ,,Patrick wird zur Party gehen*
® J steht fiir ,,Jan wird zur Party gehen"

® Es ergibt sich die Formel:
(JVA)A (P J) N (A -—P)

Thomas Zeume

® Durchgehen aller Wahrheitsbelegun-
gen: Nur eine Wahrheitsbelegung
macht die Formel wahr:
P +— falsch
J +— wahr
A +— wahr

® Das bedeutet: Wenn alle drei die
Wahrheit gesagt haben, werden Jan
und Anna zur Party gehen, und Patrick
zuhause bleiben

® Beobachtung: Die logische Formali-
sierung erlaubt die Anwendung syste-
matischer Methoden zur Lésung von
Problemen
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Logik in der Informatik: Vorlesungsiiberblick

Erfiillbarkeit

aussagen- Vollstan-
logischer digkeitssatz
Formeln und End-
lichkeitssatz
Aussagen-
logische
Modellierung,
Aquivalenzen,
Normal- :
i“"" Teil A:
formen q
Aussagenlogik
Syntax und

Semantik der

Grundla- Aussagenlogik
gen der
Modallogik . .
oeeest Logik in der
Informatik
Teil B:
. . Modallogik
Erfiillbarkeit
modal-
logischer
Formeln
(Un-) Voll-
standigkeit
Anwendung: und Algo-
Formale rithmische
Verifikation Probleme

Thomas Zeume

Praktisches
SAT-Solving

Grundlagen
der Pradi-
katenlogik
Modellierung
und Nor-
malformen
Teil C: Pr Erfiillbarkeit:
dikatenlogik Grundre-
solution
Pradika-
tenlogische
Grundlagen Resolution
der logischen
Program-

mierung Vorkurs: Logik » Einfiihrung
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2. Von natiirlicher Sprache zu Formeln
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Syntax und Semantik der Aussagenlogik

Thomas Zeume Version vom 7. Oktober 2025, 08:56



Aussagen und Aussagenvariablen

® Aussagenlogik ist die Logik der Aussagen ® \Was unterscheidet Aussagen von ande-
® Was ist eine Aussage? ren Satzen?
= Aussagen konnen wahr oder falsch

® Beispiele fiir Aussagen:
® Der Zug ist plinktlich.
® Alle Marsianer lieben Pizza.
® Der BVB wird Champions League Sieger

sein
® GemaB dieser Erkenntnis wahlen wir
unsere Abstraktion von Aussagen:

der Saison 2025,/2026 etwas, das wahr oder falsch sein
® Der VFL steigt auf. LEI
® Jede gerade Zahl, die groBer als 2 ist, ist ® Statt sprachlicher Aussagen verwen-
die Summe zweier Primzahlen. den wir Variablen, die die Werte wahr

® Keine Aussagen sind: oder falsch annehmen koénnen

® Geben Sie mir mal das Salz, bitte?
® Alles Gute!
® Moge das bessere Team gewinnen!

® Solche Variablen nennen wir dann Aus-
sagevariablen
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Aussagenlogik: Syntax

® \Wir verwenden aussagenlogische Variablen
® A B,C,...
® A; firallez e N
® AV bezeichne die Menge aller aussagenlogi-
schen Variablen

IS und weitere, wenn nétig

Definition: Syntax aussagenlogischer Formeln

® Die Menge AL der aussagenlogischen For-
meln ist die kleinste Menge, die die folgenden
Eigenschaften hat:
(1) T und L sind in AL (wahr und falsch)
(2) Jede Variable aus AV ist in AL
(3)Sind 1 und @5 in AL, so auch

® -y, (Negation)
® (1 A p2), (Konjunktion)
® (1 V p2), (Disjunktion)

® Formeln der Typen (1) und (2) nennen wir
atomar

Thomas Zeume

Beispiel

®((AV B) A (A A —=Q)) ist eine
aussagenlogische Formel, denn

((Av B) A=(AA-C))

® Keine aussagenlogischen Formeln:
® AN-B)
S ANBVC
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Aussagenlogik:

® Bisher haben wir nur definiert, wie aussa-
genlogische Formeln aussehen:

Syntax aussagenlogischer Formeln
® Jetzt definieren wir, was sie bedeuten:
Semantik aussagenlogischer Formeln
® \Was soll beispielsweise die Bedeutung der
Formel
P = ((A \2 B) AN —|(A VAN —|C))
sein?
® Ansatz: Wenn jeder vorkommenden Varia-
ble ein Wahrheitswert zugewiesen ist,
dann kann auch einer aussagenlogischen

Formel ihr Wahrheitswert zugewiesen wer-
den
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Semantik (1/3)
Definition: Wahrheitsbelegung
® Eine Wahrheitsbelegung ist eine partielle
Funktion o : AV — {0, 1}
® Eine Belegung a heiBt passend fiir eine

Formel ¢, wenn a(X) fiir alle in ¢ vor-
kommenden Variablen X definiert ist

® Partielle Funktion: Nicht jeder Variablen
aus AV muss ein Wert zugewiesen werden

® Aussprache der griechischen Buchstaben:
® o, d:  Phi*
® ), U:  Psi”
® \: ,Chi*
® o: , Alpha“
® 3. Beta“

Vorkurs: Logik » Einfiihrung » Syntax und Semantik der Aussagenlogik



Thomas Zeume

Aussagenlogik: Semantik (2/3)

® Die Semantik von ¢ ordnet jeder passenden Belegung a einen
Wabhrheitswert [¢]a zu

Definition: Semantik aussagenlogischer Formeln

® Sei ¢ € AL und « eine zu ¢ passende Belegung

® Wir definieren [¢] induktiv nach der Struktur von ¢:
*[1a =0, [Tla €1

def

® [X], = a(X) fir Variablen X € AV
o 1 def [1 falls [o1]a =0
el = 0 falls [pi1]a =1

def [1 falls [p1]e = 1 und [p2]a =1
[ ] VAN @ =
[(p1 A 02)] {0 andernfalls

o [(1V @2)]a & {1 falls [@1]a = 1 oder [pa]a = 1

0 andernfalls

® o erfiillt o, falls [p]o = 1 w Schreibweise: o = ¢
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Aussagenlogik: Semantik (3/3)

Beispiel ® |n formaler Notation:

® Sei ¢ die Formel ((AV B)A=(AA-C)) ®[Blo=1

® Sei die Belegung a wie folgt gegeben: *[Alo =[C]a=0
°*a(A)=0 ®[-Cla=1
*a(B)=1 *[(AVB)]a=1
*a(C)=0 *[(AAN—C)]a =0

*[~(AA=C)]a =1
*[((AV B) A—~(AA=C))]a = 1

o Also: a = ((AV B) A =(AAC))

® [nduktive Auswertung von ¢ fiir a:

((AvB)A=(AA-C))1

(AV B)|1 —(AA-C) 1
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Wahrheitstabellen am Beispiel
Beispiel
® Sei ¢ wieder die Formel ((A V B) A =(A A =C))

® Dann ist die Semantik von ¢ durch die folgende Wahrheitstabelle gegeben:

a(A) a(B) a(C) [ela
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

® Jede Zeile der Wahrheitstabelle entspricht also genau einer Belegung o der
Variablen von ¢

“

% Kiinftig werden wir in Tabellenkdpfen oft statt ,,a(X)" und ,[e]o" nur
»,X " und ,¢" schreiben
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Modellierung mit Aussagenlogik: Erstes Beispiel ”

Beispiel [Grohe, RWTH Aachen]

® Das Fluchtauto war rot oder griin und hatte weder vorne
noch hinten ein Nummernschild“

® Elementare Aussagen:
R: Das Fluchtauto war rot
G: Das Fluchtauto war griin
V. Das Fluchtauto hatte vorne ein Nummernschild
H: Das Fluchtauto hatte hinten ein Nummernschild

® Gesamtaussage:

(R\/G)/\(ﬁV/\—LH)

Rezept: Modellierung mit aussagenlogischen Formeln

(1) Bestimmen der benétigten aussagenlogischen Variablen und
ihrer intendierten Bedeutung

(2) Aufstellen der aussagenlogischen Formel

& Wahlt “sprechende” Namen fiir die Variablen!

Thomas Zeume
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Modellierung mit Aussagenlogik: Zweites Beispiel (1/3)

Landkartenfarbung

Creative Commons (CC BY-SA 2.0 DE)
Urheber: (DeStatis); David Liuzzo.
Farbung: Gaetano Geck

Thomas Zeume

® | andkartenfirbung: Die Bundesldnder Deutschlands o
lassen sich mit vier Farben so farben, dass benachbarte
Lander verschiedene Farben haben

= Wir sagen: Es gibt eine zulassige 4-Farbung
® Frage: Gibt es auch eine zul3ssige 3-Farbung?

® | 6sungsansatz 1: Probieren + Denken
= Ansatz ist fehleranfillig, langsam

® | Gsungsansatz 2: Aussagenlogik
(1) Konstruiere eine Formel ¢ sodass

¢ hat eine erfiillende Belegung
&> es gibt eine zuldssige 3-Farbung der Karte

= Erfiillende Belegungen sollen zulassigen 3-
Farbungen entsprechen

(2) Uberpriife, ob ¢ eine erfiillende Belegung hat
= Ansatz leicht auf andere Karten iibertragbar

® Hier: Losungsansatz 2
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Modellierung mit Aussagenlogik: Zweites Beispiel (2/3)

® Unsere Farben:
rot, blau und gelb

® Aussagenlogische Variablen: eine
fiir jedes Bundesland und jede
Farbe
® Rnrw steht fur ,NRW hat die
Farbe rot*
® Bnrw steht fiir ,NRW hat die
Farbe blau*
® Yyrw steht fir ,NRW hat die
Farbe gelb*
® usw.

® Unsere Formel muss sicherstellen:

1. Jedes Bundesland wird mit ge-
nau einer Farbe gefarbt

2. Zwei benachbarte Bundeslander
werden nicht gleich gefarbt

Thomas Zeume

® Jedes Bundesland, wie bspw. NRW, hat genau
eine Farbe:
® NRW wird mit mindestens einer Farbe gefarbt:

>1 def
PRrw = YNRW V Rnrw V Bnrw

® NRW wird mit hochstens einer Farbe gefarbt:
<1 def
Pnaw = ~(Yarw A Ryrw)
A = (Bnrw A Rnrw)
A = (Bnrw A YNRW)
® NRW hat genau eine Farbe:

=1 g >1 <1
PNRW = PNRw N PRRW

® Benachbarte Lander wie NRW und Hessen haben
nicht dieselbe Farbe:
o —(Ynrw A Yhis)

PNRW,HS =
A ~(Rnrw A Rps)
A _\(BNRW A BHS)
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Modellierung mit Aussagenlogik: Zweites Beispiel (3/3)

® |[nsgesamt erhalten wir die Formel:
0 O A P AP A PR A GR AP A PR A pSE

ANt AP A Par APs AP Aeis APy A Ps
A QoﬁRW,HS A ‘PE&W,BY A ‘PE&W,RL A ‘PEﬁW,HS A ‘P;BtY,HS A ‘p;BtY,TH
A ‘P;&Y,SX A (PZT?,RL A ‘P;EL,HS A <P§L,NRW A 90H¢S,TH A 90H¢S,NI
A ‘P?réH,sx A ‘P?réH,SA A ‘p'l;'éH,Nl A ‘Pg(,BR A ‘PZ;,SA A ‘PN;éRW,Nl
A ‘pﬁl,SH A Lpﬁ,HB A ‘PE&I,HH A Lpﬁ,MV A ‘Pﬁ,SA A ‘PmBR
A SOZEA,BR A ¢§R,Mv A SOE&R,B A (p?H,HH A ‘P;:,MV

® Dies ist eine Abkiirzung fiir eine Konjunktion von {iber 150 Teilformeln

® Es gilt: Die Deutschland-Karte hat eine zulassige 3-Farbung
& Es gibt eine Wahrheitsbelegung, die ¢ wahr macht

® Frage: Wie lasst sich herausfinden, ob diese Formel (un-)erfiillbar ist?
® Naiv: Wahrheitstabelle mit 23'1¢ Zeilen

® Besser: Veranstaltung “Logik fiir die Informatik”
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Zusammenfassung *
® |n diesem Vorlesungskapitel haben wir gesehen:
® Griinde fiir die Formalisierung mit Logiken
® Syntax und Semantik der Aussagenlogik
® Wahrheitstabellen
® Modellierung mit Aussagenlogik

® Dieser Foliensatz basiert auf Vorlesungsfolien von
Thomas Schwentick und Thomas Zeume
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