Handreichung und Ubersicht
zu den Materialien des Projekts ,,diAM:INT*

Stand 2. Januar 2025

RHEINISCH- Y H RUHR
Rm WESTFALISCHE Westfalische UNIVERSITAT R U B
ki Hochschule BOCHUM



ii

Im Rahmen des Projekts diAM:INT (digitale Anwendungsaufgaben zur Mathematik in Informatik, Na-
turwissenschaften und Technik) wurden anwendungsorientierte Online-Ubungseinheiten zu mathema-
tischen Grundlagen fiir MINT-Studiengéinge unter einer CC BY-SA 4.0 Lizenz als Open Educational
Resources iiber ORCA.nrw veroffentlicht.

Dazu gehoren Online-Rechen- und Verstédndnisaufgaben des Fragetyps STACK und Programmierauf-
gaben (Jupyter-Notebooks) in der Sprache Python, die die Studierenden zum eigenstéindigen Explo-
rieren und Visualisieren mathematischer Sachverhalte befihigen, und mit deren Hilfe komplexere An-
wendungsaufgaben in einem realistischen Setting bearbeitet werden kénnen. Alle Materialien werden
am Lernzyklus Explorieren — Trainieren — Anwenden ausgerichtet, um handlungs- und anwendungs-
orientierte Mathematiklehre studiengangs- und hochschuliibergreifend zu unterstiitzen.

Die Materialien sind als ein Online-Kurs des Learning Management Systems Moodle verdffentlicht.
Dieser Online-Kurs stellt die Materialien nach inhaltlichen Schwerpunkten (Teilgebiet — Themen-
bereich — Konzept/Methode) strukturiert dar. Die Programmieraufgaben (Jupyter-Notebooks) jedes
Themenbereichs sind iiber JupyterLite direkt im Browser (ohne zusiitzliche Software) einsehbar und
kénnen dort getestet werden. Die Online-Rechen- und Verstédndnisaufgaben sind den jeweiligen Kon-
zepten/Methoden der Themenbereiche zugeordnet und dort in Tests organisiert. Die einzelnen Online-
Rechen- und Verstédndnisaufgaben sind in der Fragensammlung des Online-Kurs abgelegt und nach
dem analogem Schema in Kategorien (Teilgebiet — Themenbereich — Konzept/Methode) eingeteilt.
Dieses Dokument enthiilt eine Ubersicht der im Rahmen des Projekts verdffentlichten Materialien so-
wie Informationen zu ihrer Verwendung in Lehrveranstaltungen und zu ihrer Weiterentwicklung. Die
inhaltliche Struktur dieses Dokumentes folgt der Struktur des Online-Kurses, in dem die Materialien

ver6ffentlicht sind. Diese Hinweise sind nach Materialtypen aufgeteilt.

Verantwortlich fiir das Projekt und Urheber:innen der Materialien Prof. Dr. Laura Ander-
le, Hakim Giinther, Tim Inoue, Sebastian Friedrich, Zafer Bayram (Westfilische Hochschule Gelsen-
kirchen, Bocholt, Recklinghausen, WH); Prof. Dr. Volker Meden, Dr. Michael Kubocz, Kai Adamo-
wicz (Rheinisch-Westfélische Technische Hochschule Aachen, RWTH); Dr. Jorg Hérterich, Dr. Michael
Kallweit, Dr. Benjamin Schulz-Rosenberger, Emma van der Smagt (Ruhr-Universitit Bochum, RUB);

Lizenzangaben Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT wurde
entwickelt von Hakim Giinther (WH), Tim Inoue (WH), Dr. Michael Kubocz (RWTH), Dr. Benjamin
Schulz-Rosenberger (RUB) und Emma van der Smagt (RUB). Dieses Werk stehtt unter der Lizenz
Creative Commons Namensnennung - Weitergabe unter gleichen Bedingungen 4.0 International (CC
BY-SA 4.0).

Teile dieser Handreichung basieren auf der Handreichung zu den Materialien des Projekts OER.Stocha-
stik.nrw, entwickelt von Jonas Lache und Daniel Meifiner an der Ruhr-Universitit Bochum. Diese
Inhalte stehen ebenfalls unter der Lizenz Creative Commons Namensnennung - Weitergabe unter
gleichen Bedingungen 4.0 International (CC BY-SA 4.0). Der Text wurde in Teilen angepasst und
bearbeitet.

Die Lizenzbedingungen koénnen unter |https://creativecommons.org/
licenses/by-sa/4.0/ eingesehen werden. BY SA
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Rechen- und Verstindnisaufgaben (STACK)

Die Rechen- und Versténdnisaufgaben wurden mit dem freien Fragetyp STACK entwickelt. Durch
die Verkniipfung von STACK mit dem Computer-Algebra-System Maxima kénnen mathematische
Ausdriicke eingegeben, ausgewertet und auf mathematische Eigenschaften hin iiberpriift werden. Stu-
dierende erhalten auf ihre Antworten individuell angepasstes Feedback sowie Zugang zu ausfiihrlichen
Musterlosungen. Viele Aufgaben sind zudem randomisiert, sodass sie mit unterschiedlichen Zahlen-
werten oder mit verschiedenen Funktionstermen beliebig oft bearbeitet werden kénnen. Weitere In-
formationen zu STACK finden Sie unter https://stack-assessment.org/l

Dieses Dokument umfasst eine Ubersicht aller im Rahmen des Projekts versffentlichten Rechen- und
Verstédndnisaufgaben. Die Aufgaben sind in vier Ebenen inhaltlich gegliedert (Teilgebiet — Themen-
bereich — Konzept/Methode — Aufgabe). Jedem Themenbereich ist ein partielles Inhaltsverzeichnis
vorangestellt, dass die Aufgaben des jeweiligen Themenbereichs abbildet. Jede Aufgabe wird durch
einen individuellen Titel, einen Screenshot, eine Beschreibung des Themas, der Benennung der zur
Bearbeitung erforderlichen Vorkenntnisse, Angaben zu Randomisierung und Anpassung, sowie etwai-
gen Sonderoptionen erschlossen. Aufgaben die strukturell identisch sind oder aufeinander aufbauen

sind durchnummeriert:

e Eine Nummerierung nach (1), (2), usw. bedeutet, dass die Aufgaben strukturell identisch sind,

jedoch unterschiedliche Beispiele verwenden.

e Die Nummerierung (1/3), (2/3), usw. weist darauf hin, dass die Aufgaben Teil einer Reihe

aufeinander aufbauender Aufgaben sind.

Hier ist zu bemerken, dass alle Aufgaben, auch Aufgaben, die aufeinander aufbauen, so gestaltet
sind, dass sie unabhéngig voneinander bearbeitet werden konnen. Insbesondere enthélt keine Aufgabe

Verweise auf andere Aufgaben.

Technische Voraussetzungen und obligatorische Einstellungen

Damit Sie die Rechen- und Versténdnisaufgaben des Projekts nutzen konnen, miissen bestimmte
technische Voraussetzungen erfiillt sein. Bitte kldren Sie mit Threm Administrationsteam, ob diese
an Threm Standort gegeben sind. Falls die Voraussetzungen noch nicht erfiillt sind, informieren Sie
Thr Administrationsteam, damit die notwendigen Anpassungen vorgenommen werden kénnen. Es ist
besonders wichtig zu beachten, dass ausschliellich freie und kostenlose Software installiert werden

muss und nur wenige Einstellungen vorgenommen werden miissen.

e Fragetyp STACK Zur Verwendung der Rechen- und Verstindnisaufgaben ist der Fragetyp
STACK erforderlich. Dieser ist als Plugin fiir die Learning Management Systeme Moodle verfiigbar.
Die Aufgaben des Projekts wurden mit der STACK-Version 4.4.2 in Moodle getestet.

e Maxima-Pakete Alle Rechen- und Verstéindnisaufgaben des Projekts verwenden Maxima-
Funktionen aus den Paketen distrib und descriptive. Diese miissen ggf. vom Administrationsteam
Thres Learning Management Systems installiert und in den Einstellungen des STACK-Plugins

hinterlegt werden.

e Javascript Da in einem Teil der Aufgaben des Projekts JavaScript-Code eingebettet ist, muss

in Threm Learning Management System die Verwendung von JavaScript erlaubt sein.

Hinweise zum Einsatz der Aufgaben

Bitte beachten Sie die folgenden Aspekte, wenn Sie die Aufgaben des Projekts in Threm Kurs einsetzen.
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Informationen fiir Studierende

Um Verwirrung und Frustration bei den Studierenden zu verhindern, empfehlen wir, Studierende iiber

folgende Aspekte zu informieren.

Empfohlene Gerite Alle Rechen- und Verstédndnisaufgaben des Projekts koénnen grundsitzlich
mit Smartphones und Tablets genutzt werden. Dennoch empfehlen wir die Nutzung von Desktop oder

Laptop Computern.

Hilfen bei der Eingabe mathematischer Ausdriicke

Da die Eingabe mancher mathematischer Ausdriicke in STACK-Aufgaben nicht intuitiv ist, wurden

viele Aufgaben um Hinweise zur Syntax der erwarteten Eingabe ergénzt.

Punkte und Bewertung

In diesem Projekt sind der Aufgabenwert eines jeden Riickmeldebaums aller Aufgaben (Gewichtung
des jeweiligen Aufgabenteils) und die erreichbaren Punkte aller Aufgaben auf 1 festgesetzt. Die durch
die Uberpriifung in Riickmeldebiumen vergeben Scores sind Vielfache von 0.1 zwischen 0 und 1.

Fiir einen besseren Uberblick gehen wir kurz auf die genannten Begriffe im Kontext der automa-
tisierter Bewertung ein: Seien By, ..., B, die in einer Frage angelegten Riickmeldebadume. Bei der
Antwortiiberpriifung im Riickmeldebaum B; wird der Studierendenantwort A; eine Zahl S;(A4;) zwi-
schen 0 und 1 (Score) zugeordnet. Fiir den Riickmeldebaum B; ist eine Gewichtung w; (Aufgabenwert)
festgelegt. In diesem Projekt ist der Aufgabenwert eines jeden Riickmeldebaums als 1 gewéhlt. Der
Studierendenantwort A = (A, ..., A,) fur die gesamte Aufgabe wird das gewichtete Mittel (Finaler

Score)

(unter Vernachldssigung von Abziigen) zugeordnet. Der Finale Score ist ebenfalls eine Zahl zwischen
0 und 1. Anschlielend wird der Studierendenantwort A die Anzahl der erreichten Punkte

P(A) = Prax S(A)

zugeordnet. Dabei ist Py ist die maximal Anzahl der in der Aufgabe erreichbaren Punkte (erreichbare
Punkte). In diesem Projekt sind die erreichbaren Punkte einer jeden Aufgabe auf 1 festgesetzt.

Bei dem FEinsatz einer Rechen- und Verstindnisaufgabe als Frage in einem Test, werden die in der
Frage hinterlegten erreichbaren Punkte als Standardeinstellung fiir die Frage im Test iibernommen.
Sie konnen die erreichbaren Punkte der Frage in dem Test individuell wéhlen. Dies hat keinen Einfluss

auf die erreichbaren Punkte als Einstellung der Rechen- und Versténdnisaufgabe.

Hinweise zur Weiterentwicklung der Aufgaben

Bitte beachten Sie die folgenden Aspekte, wenn Sie die Aufgaben des Projekts bearbeiten oder wei-
terentwickeln.

Empfohlener Texteditor

Fiir die Bearbeitung und Weiterentwicklung der Rechen- und Verstédndnisaufgaben empfehlen wir

dringend, den Moodle-Texteditor Finfacher Text (englisch: Plain text area), da in einem Teil der
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Aufgaben des Projekts JavaScript-Code (JavaScript-Bibliothek JSXGraph) eingebettet ist. Die in
Moodle vorinstallierten WYSIWY G-Editoren (,,Atto“ und ,, TinyMCE*) sind dafiir (Stand 2. Januar
2025) nicht geeignet, da sie in JavaScript-Code verwendete Sonderzeichen durch entsprechende HTML-
Entitéiten ersetzen (z.B. & durch &amp; oder < durch &1t;).

Bitte beachten Sie, dass bereits das Offnen im Bearbeitungsmodus und erneute Abspeichern einer
Aufgabe in Atto- oder TinyMCE-Editor dazu fithrt, dass mit JavaScript-Code gestaltete Elemente
von Aufgaben unbrauchbar werden. Aufgaben, deren Antwort auf mit JavaScript-Code gestalteten
Elemente beruht, werden komplett unbrauchbar. Falls Sie den Moodle-Texteditor Finfacher Text nicht

auswiéihlen konnen, wenden Sie sich bitte an Ihr Administrationsteam.

Frage-Tests

Zu jeder Rechen- und Verstdndnisaufgaben wurden Fragetests hinterlegt, um die Funktionalitdt der
Aufgaben zu iiberpriifen. In diesen Fragetests werden die erwarteten Ergebnisse fiir potenzielle Ant-
worten von Studierenden (Score, Abziige und Riickmeldungen) mit den tatséchlichen von dem System
ermittelten und zuriickgegeben Ergebnissen verglichen.

Wenn Sie eine Aufgabe bearbeiten oder weiterentwickeln, empfehlen wir Thnen, abschliefend mithilfe

der hinterlegten Frage-Tests zu iiberpriifen, ob die Aufgabe wie beabsichtigt funktioniert.

Bearbeitung von interaktiven Grafiken

Die interaktiven Grafiken wurden mithilfe der freien JavaScript-Bibliothek JSXGraph erstellt und sind
somit in reinem JavaScript-Code geschrieben. Fiir Verdnderungen an den Grafiken muss dieser Code
verindert werden. Fiir umfangreiche Anderungen des JavaScript-Codes empfehlen wir die Verwen-
dung eines geeigneten Code-Editor, da keiner der in Moodle vorinstallierten Editoren die Struktur
und Syntax von JavaScript-Code visuell hervorhebt. Es findet auch keine Fehlerdiagnose oder Fehler-
meldung bei Syntax- oder logischen Fehlern im JavaScript-Code beim Speichern einer Aufgabe statt.
Weitere Informationen und die Dokumentation zu JSXGraph finden Sie unter http://JSXGraph.uni-
bayreuth.de.

Programmieraufgaben (Jupyter-Notebooks)

Fiir Programmieraufgaben wird das offene Dokumentenformat Jupyter-Notebook (.ipynb) verwendet.
Dieses kombiniert einen ausfiihrbaren Python-Computercode mit Beschreibungen (Einfiihrungstexte
zum Thema, mathematische und physikalische Parameter, Hilfestellungen zum Programmcode, Auf-
gaben etc.), Daten, Visualisierungen, Diagrammen sowie interaktiven Steuerelementen. Voraussetzung
fiir die Nutzung ist jedoch die Installation eines aktuellen Python-Interpreters (https://www.python.
org/.) und eines Editors wie z.B. JupyterLab auf den Rechnern der Studierenden bzw. der Software
JupyterHub auf den Servern der Hochschule. Beide Umgebungen bieten eine Moglichkeit, den Zugriff
und die Ausfiihrung von Jupyter-Notebooks zu organisieren. Weitere Information zu Jupyter finden

Sie hier https://jupyter.org/|

Technische Voraussetzungen und obligatorische Einstellungen

Zusétzlich zu der Installation von JupyterLab oder JupyterHub ist eine Installation von weiteren
Python-Bibliotheken und -Paketen (minimaler Set) notwenig, um das Bearbeiten und Visualisieren

von mathematischen Sachverhalten zu ermoglichen:

e NumPy ist eine freie Python-Bibliothek, die fiir das Arbeiten mit Arrays verwendet wird. Sie
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bietet auch Funktionen fiir die Anwendungsbereiche der linearen Algebra, Fourier-Transformation

und Matrizen an (https://numpy.org/).

e SciPy ist eine freie Python-Bibliothek, die fiir wissenschaftliche und numerische Berechnungen
verwendet wird. Sie enthélt Module fiir Optimierung, lineare Algebra, Integration, Interpolati-
on, spezielle Funktionen, FFT, Signal- und Bildverarbeitung, ODsE-Liser und weitere in der
Wissenschaft und Technik tiblichen Aufgaben (https://scipy.org/).

e SymPy ist eine freie Python-Bibliothek, die #hnlich wie ein Computeralgebrasystem (CAS)
symbolische Berechnungen erméglicht (https://www.sympy.org/en/index.html).

e Matplotlib ist eine freie Python-Bibliothek, die es erlaubt, mathematische Darstellungen aller
Art anzufertigen. (https://matplotlib.org/|).

e ipywidgets sind interaktive Widgets, welche es erlauben, dass Nutzer z.B. mit Hilfe von be-
weglichen Slidern, Daten verindern und die verénderten Ergebnisse instantan sehen kénnen

(https://pypi.org/project/ipywidgets/|).

Hinweise zum Einsatz der Aufgaben

Bitte beachten Sie die folgenden Aspekte, wenn Sie die Jupyter-Notebooks des Projekts in Threm Kurs

einsetzen.

Informationen fiir Dozierende

Die Jupyter-Notebooks sind, wie die STACK-Aufgaben, unterschiedlichen mathematischen Themen-
gebieten zugeordnet. Intern erfolgt eine weitere Aufteilung in zwei Kategorien: ”Selbststudium” und
”Summative Bewertung”. Die Notebooks aus der Kategorie ”Summative Bewertung” koénnen somit

auch in summativen Tests, z.B. in wochentlichen Ubungen mit Punktevergabe, eingesetzt werden.

Punkte und Bewertung

Die Notebooks aus der Kategorie ”Summative Bewertung” enthalten keine Angaben zu erreichba-
ren Punkten pro Notebook bzw. pro Teilaufgabe. Diese miissen durch die Dozierenden/ Ubungsleitung
festgelegt werden. Eine automatische Bewertung von bearbeiteten Notebooks mit zusétzlicher Angabe
einer Musterlésung ist nicht vorhanden. Im Falle einer Bewertung miissen die bearbeiteten Notebooks
individuell durch geeignete Personen bewertet und z.B. in Tutorien mit Hilfe der Musterlésung be-

sprochen werden.

Bearbeitung der Jupyternotebooks

Es ist zu beachten, dass fiir die Bearbeitung einiger Notebooks, weitere Python-Bibliotheken und
-Pakete (iiber das minimale Set hinaus) notwendig sind. Weitere Informationen zu den einzelnen

Jupyter-Notebooks finden Sie im Kapitel II.
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I Rechen- und Verstindnisaufgaben

(STACK)



1 Grundbegriffe

1.1 Aquivalenzumformungen von Termen, Gleichungen und

Ungleichungen

Dieser Themenbereich umfasst Aufgaben zu Aquivalenzumformungen von Termen, Gleichungen und
Ungleichungen. Der Schwerpunkt liegt dabei auf polynomialen Gleichungen und Ungleichungen sowie
auf Betrags- und exponentiellen Ungleichungen. Physikalische Gesetze wie das Newtonsche Gravita-
tionsgesetz, das Stefan-Boltzmann Gesetz und das Hagen-Poiseuille Gesetz werden herangezogen, um
die Anwendung mathematischer Umformungen in der Physik zu demonstrieren. Dabei wird auf den
Umgang mit physikalischen Einheiten, die Beriicksichtigung signifikanter Stellen und die Interpretation
von Abhéngigkeiten physikalischer Gréflien eingegangen.

Inhaltsverzeichnis

[1.1.1  Gleichungen|. . . . . . . . . . . . e 4
[I.1.1.1  Polynomiale Gleichungen (1) (konstant)[. . . . ... . ... ... ... 4
(1.1.1.2 Polynomiale Gleichungen (2) (linear)| . . . ... ... ......... 5
[L.1.1.3  Polynomiale Gleichungen (3) (quadratisch)| . . . . ... ... ... .. 6
[[.1.1.4° Betragsgleichung (1)|. . . . . . . ... ... . .. . ... 7

[1.1.2  Physikalische Gesetze als Beispiel von Gleichungen| . . . . . . . . ... ... .. 8
[1.1.2.1 2. Newtonsche Gesetz (1)| . . . . ... ... ... ... ... ...... 8
[L.1.2.2  Allgemeine Gasgleichung (1)] . . . . .. ... ... ... ... ..... 9
[L.1.2.3  Barometrische Héhenformel (I)|. . . . . . ... ... ... .. ..... 11
[1.1.2.4  Hagen-Poiseuille Gesetz (1)l . . . . . .. ... ... ... ..... 12
[1.1.2.5 Newtonsches Gravitationsgesetz (1) . . . . . . . . ... ... ... .. 13
[L.1.2.6  Newtonsches Gravitationsgesetz (2)] . . . . . . .. .. ... ... ... 14
[L.1.2.7  Stefan-Boltzmann Gesetz (1) . . . . . . ... ... ... ... . .... 15
(1.1.2.8  Wurfparabel (1) . . . . ... ... 16
(1.1.2.9  Wurfparabel (2)] . . . . ... ... 18

|1.1.3  Physikalische Gesetze und Umgang mit Einheiten|. . . . . . . . ... ... ... 20
[I.1.3.1 2. Newtonsche Gesetz (2)| . . . . . . . . ... ... . ... ..... 20
(1.1.3.2  Barometrische Hohenformel (2)|. . . . . .. .. ... ... ... .... 21
[L.1.3.3 Newtonsches Gravitationsgesetz (3)] . . . . . . . ... ... ... ... 22
[L.1.3.4  Stefan-Boltzmann Gesetz (2)| . . . . . . ... ... ... ... ... .. 24

[1.1.4  Unleichungen| . . . . . . . .. . . 25
(1.1.4.1  Polynomiale Unleichungen (1) (linear)[. . . . . . . ... ... ... .. 25
[L.1.4.2  Polynomiale Unleichungen (2) (quadratisch) . .. .. ... ... ... 26
[I.1.4.3  Betragsungleichungen (1) . . . . ... .. ... ... ... ... 27
[I.1.4.4  Betragsungleichungen (2)| . . . . ... ... ... ... ... . ... 28
[1.1.4.5 Betragsungleichungen (3)| . . . . . . . . . . . ... ... ... 29
[L.1.4.6  Exponentielle Ungleichungen (1)l . . . . . ... ... ... ... .... 30
[L.1.4.7  Exponentielle Ungleichungen (2)| . . . . .. ... ... ... . .... 31
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INHALTSVERZEICHNIS 3

Dieser Textauszug stammt aus ,,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT‘“ von Hakim
Giinther (WH), Tim Inoue (WH), Dr. Michael Kubocz (RWTH), Dr. Benjamin Schulz-Rosenberger (RUB) und Emma
van der Smagt (RUB) und steht unter der Lizenz Creative Commons Namensnennung - Weitergabe unter gleichen
Bedingungen 4.0 International (CC BY-SA 4.0). Die Lizenzbedingungen kénnen unter https://creativecommons.org/

.00,

licenses/by-sa/4.0/deed.de eingesehen werden.
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INHALTSVERZEICHNIS 4

1.1.1 Gleichungen

1.1.1.1 Polynomiale Gleichungen (1) (konstant)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Lésungsmenge
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
a=0 (%)

fir eine reelle Zahl a.
(a) Sei a = 0. Geben Sie die Menge A aller natiirlichen Zahlen x an, die die Gleichung (x) erfiillen. Geben Sie die
Menge R als R und die leere Menge @ als {} ein.

Esist A =

(b) Sei a # 0. Geben Sie die Menge B aller natiirlichen Zahlen x an, die die Gleichung () erfiillen.

Esist B =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Menge aller reellen Zahlen x angegeben wer-

den, die die Gleichung
a=20

unter den Bedingungen a = 0 in Aufgabenteil (a) und a # 0 in Aufga-
benteil (b) erfiillen.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung, Angabe von
Losungsmengen

Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.1.2 Polynomiale Gleichungen (2) (linear)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Lésungsmenge

Screenshot (Stand 29.07.2024)
Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
bx+a=0 (%
fiir reelle Zahlen a und b mit b # 0.

Geben Sie die Menge A aller reellen Zahlen x an, die die Gleichung () erfiillen. Geben Sie die Menge {a, b} als {a,b}
ein.

Esist A =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Menge aller reellen Zahlen x angegeben wer-

den, die die Gleichung

bx+a=0

unter der Bedingung b # 0 erfiillen.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung, Angabe von
Losungsmengen

Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.1.3 Polynomiale Gleichungen (3) (quadratisch)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Lésungsmenge

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
ex>+bx+a=0 (%)

fiir reelle Zahlen a, b und ¢ mitc # 0.

(a) Sei b? > 4ac. Geben Sie die Menge A aller reellen Zahlen x an, die die Gleichung () erfiillen.

Esist A =

(b) Sei b? < 4ac. Geben Sie die Menge B aller reellen Zahlen x an, die die Gleichung () erfiillen.

Esist B =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Menge aller reellen Zahlen x angegeben wer-

den, die die Gleichung
cx’+br+a=0

unter der Bedingung ¢ # 0 und den Bedingungen b > ca in Aufgaben-
teil (a) und b? < ca in Aufgabenteil (b) erfiillen.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung, Angabe von
Losungsmengen

Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.1.4 Betragsgleichung (1)

Tags Betragsgleichung, logische Verkniipfungen.
Screenshot (Stand 13.09.2024)
Gegeben ist die folgende Betragsgleichung
FRoR, 2 '”:“1‘ — 18 mit a,b>0cR.

b—=z
Bestimmen Sie alle z € R gemeinsam mit den Nebenbedingungen, welche von
den beiden Parametern a und b abhidngen. Verwenden Sie bitte in den
Nebenbedingungen, falls notwendig, die logischen Verknlipfungen and bzw. or
und die Vergleichszeichen < bzw. >.

0 2 =|

v

(i) Nebenbedingung fir die Lésung z;:

(i) 5 = | |,

(iv) Nebenbedingung fiir die Lésung zg:

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Eine einfache Betragsgleichung mit zwei beliebigen Parametern a und b

ist gegeben. In Aufgabenteilen (i-iv) werden die zwei Losungen und je-
weils die dazugehorigen Nebenbedingungen in Abhéngigkeit der beiden

Parameter a und b berechnet und angegeben.

Verbotene Worter solve.

Vorkenntnisse Betrag, logische Verkniipfungen, Fallunterscheidung.

Randomisierung Die rechte Seite der Betragsgleichung wird zufillig und als ganzzahlig
gewahlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: kubocz@physik.rwth-aachen.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.2 Physikalische Gesetze als Beispiel von Gleichungen

1.1.2.1 2. Newtonsche Gesetz (1)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Das 2. Newtonsche Gesetz
F=am

beschreibt, welche Beschleunigung a ein Korper der Masse m bei Einwirken einer Kraft F erfahrt.

(a) Stellen Sie das 2. Newtonsche Gesetz fiira > 0 nach m um.

Esistm =

(b) Stellen Sie das 2. Newtonsche Gesetz fir m > 0 nach a um.

Esista =

(c) Formulieren Sie drei wahre Aussagen zum 2. Newtonsche Gesetz. Vervollstandigen Sie dazu den folgenden

Lickentext.
(i) Seia > 0 konstant. Je‘ (Meine Auswahl zurlicksetzen) % |mist, desto‘ (Meine Auswahl zurlicksetzen) % |ist F.
(ii) Sei F > 0 konstant. Je| (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |a ist, desto| (Meine Auswahl zuriicksetzen) & |ist m.
(iii) Seim > 0 konstant. Je| (Meine Auswahl zuriicksetzen) 4 | F ist, desto| (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |ista.
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll das 2. Newtonsche Gesetz
F=ma

nach der Masse m und nach der Beschleunigung a umgestellt wer-
den. Anschlielend sollen drei qualitative Aussagen zur gegenseiti-
gen Abhéngigkeit der einzelnen Bestimmungsgroflen mithilfe eines

Liickentexts formuliert werden.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung
Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.2.2 Allgemeine Gasgleichung (1)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Funktionsgraph
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Die Allgemeine Gasgleichung (oder Zustandsgleichung idealer Gase)
= 800
P

beschreibt, welches Volumen V ein ideales Gas der Stoffmenge n bei einer Temperatur 7" und einem Druck p einnimmt.
Dabei bezeichne R die allgemeine Gaskonstante.

(a) Stellen Sie die Allgemeine Gasgleichung fiir ¥ > 0 nach p um.

Esistp =

(b) Stellen Sie das Allgemeine Gasgleichung fiir n R > 0 nach 7" um.

EsistT =

(c) Untersuchen Sie V" als Funktion ¥, von T fiir Konstanten R, p, n > 0 und als Funktion V7, von p fiir Konstanten
R, T, n > 0. Die folgende Abbildung zeigt die Graphen der Funktionen V,,,, V7, und zwei weitere Funktionsgraphen.

-0 + ¢« v ™ >

Entscheiden Sie (rein qualitativ), welche der abgebildeten Graphen GO, ..., G3 die Graphen der Funktionen V,,, und
Vr, sind. Vervollstandigen Sie dazu den folgenden Liickentext.

(i) Es ist

(Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ |der Graph der Funktion V,, .

der Graph der Funktion Vr,, .

(i) Es ist‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) &

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die allgemeine Gasgleichung
v BTn
p

nach dem Druck p in Aufgabenteil (a) und nach der Temperatur 7' in
Aufgabenteil (b) umgestellt werden. In Aufgabenteil (c) sollen aus vier
Graphen die Graphen ausgewihlt werden, die rein qualitativ das Vo-
lumen V in Abhéngigkeit der Temperatur 7' bzw. das Volumen V in
Abhéngigkeit des Drucks p jeweils bei Festhalten der iibrigen Bestim-

mungsgrofien beschreiben.

Vorkenntnisse Aquivalenzumformung, Erkennen charakteristischer Funktionsgraphen
Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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Bemerkung Aufgabe 4.2.4.4] behandelt ebenfalls die Allgemeine Gasgleichung im

Themenfeld der mehrdimensionalen Analysis.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

[D)er-sa |


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.2.3 Barometrische Héhenformel (1)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Exponentialfunktion,
Logarithmus
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Untersuchen Sie mithilfe der barometrischen Hohenformel
_8 hpy
p=poe P

den Zusammenhang zwischen der Flughdhe A eines Airbus A321XLR, dem Luftdruck p auf
Flughohe, dem Luftdruck pp am Boden und der Dichte p der Luft am Boden. Es bezeichne
g die Erdbeschleunigung.

Das Pitot-Statik-System eines Airbus A321XLR zeigt einen Luftdruck p von 3.06 - 10* Pa

an. Die Flugverkehrskontrolle meldet einen Luftdruck py von 1.0135 - 10° Pa und Dichte
po der Luft von 1.1563 - 10° % auf Hohe des Meeresspiegels. Berechnen Sie die

Flughéhe h des Airbus A321XLR iber dem Meeresspiegel und geben Sie diese in m auf 3
signifikante Stellen genau an. Nehmen Sie fiir die Berechnung naherungsweise an, dass die
m

Erdbeschleunigung g gleich 9.81 - 10° e ist.

Esisth =
Autoren Emma van der Smagt| (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die barometrische Hohenformel
_ghro
p = pO e Po

nach der Dichte py auf Hoéhe null und nach der Hohe h umgestellt
werden. Anschliefend sollen drei qualitative Aussagen zur gegensei-
tigen Abhingigkeit der einzelnen Bestimmungsgréfien mithilfe eines

Liickentexts formuliert werden.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung, Potenzgesetze,
Logarithmusgesetze

Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: emma.vandersmagt@ruhr-uni-bochum.de
mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.2.4 Hagen-Poiseuille Gesetz (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassungen
Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Aquivalenzumformung, Umformung

(Stand 29.07.2024)

Das Hagen-Poiseuille Gesetz

V_aR o-p)

t 8Ln

beschreibt den Volumenstrom % einer laminaren Stromung einer inkompressiblen Flissigkeit der dynamischen

Viskositit # durch ein Rohr der Lange L mit kreisformigem Querschnitt von Radius R. Der Volumenfluss wird durch die
Druckdifferenz (p; — p») des Drucks p; auf der Eingangsseite und des Drucks p, auf der Ausgangsseite des Rohrs
bestimmt. Dabei bezeichne 7 die Kreiszahl.

(a) Stellen Sie das Hagen-Poiseuille Gesetz fiir ¥ > 0, (p; — p2) > 0 und R > 0 nach L um. Geben Sie 7 als eta, 7
als%pi und py, py als p1, p2 ein.

Esist L =

(b) Stellen Sie das Hagen-Poiseuille Gesetz fiir (p; — pp) > 0 und L > 0 nach R um.

Esist R =

(c) Formulieren Sie drei wahre Aussagen zum Hagen-Poiseuille Gesetz. Vervollstandigen Sie dazu den folgenden
Lickentext.

(i) Seien L >0, (py —p2) >0 und R>0 konstant. Je ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢

n ist, desto

‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |ist %

v ist, desto

(i) Seien # >0, (p1 —p2) >0 und R >0 konstant. Je -

(Meine Auswahl zurlicksetzen) %

‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) & |ist L.

(i) Seien 5 >0, L und ¥>0 konstant. Je ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ | (p; — pp) ist, desto

‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ |ist R.

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Jorg Héarterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll das Hagen-Poiseuille Gesetz
V  w(pl—p2)R?

Tt 8nL
nach der Lange L und nach dem Radius R des Rohr mit kreisférmigem
Quesrchnitt jeweils in Abhéngigkeit des Volumenstroms %, der Druck-
differenz pl — p2 am Ein- und Ausgang des Rohrs und der dynami-
schen Viskositdt n umgestellt werden. Anschliefend sollen drei quali-
tative Aussagen zur gegenseitigen Abhéngigkeit der einzelnen Bestim-
mungsgrofen mithilfe eines Liickentexts formuliert werden.
Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung
keine
keine
solve, find_root, algsys

Feedback unterdriicken: ja



mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.2.5 Newtonsches Gravitationsgesetz (1)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Das Newtonsche Gravitationsgesetz

G mymy

& 2

7
beschreibt den Betrag F der Kraft zwischen zwei Massenpunkten n; und m, mit Abstand r. Dabei bezeichnet G die
Gravitationskonstante.

(a) Stellen Sie das Newtonsche Gravitationsgesetz fiir F > 0 nach r um. Geben Sie m; und m, als m1 bzw. n2 ein.

Esistr =

(b) Stellen Sie das Newtonsche Gravitationsgesetz fiir my > 0 nach m; um.

Esistm; =

(c) Formulieren Sie drei wahre Aussagen zum Newtonschen Gravitationsgesetz. Vervollstandigen Sie dazu den
folgenden Liickentext.

(i) Seien m; und m; konstant. Je | (Meine Auswahl zurlicksetzen) %
ist F.

rist, desto‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) 4

(ii) Seien F und my konstant. Je ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) % my ist, desto

(Meine Auswahl zuriicksetzen) # |istr.

(iii) Seien F und r konstant. Je| (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |m, ist, desto| (Meine Auswahl zuriicksetzen) %

istm, .
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll das Newtonsche Gravitationsgesetz
P G m12 my
r

nach dem Abstand r und nach der Masse m; umgestellt wer-
den. Anschliefflend sollen drei qualitative Aussagen zur gegenseiti-
gen Abhéngigkeit der einzelnen Bestimmungsgroflen mithilfe eines

Liickentexts formuliert werden.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung
Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.2.6 Newtonsches Gravitationsgesetz (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassungen
Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Aquivalenzumformung, Umformung

(Stand 29.07.2024)

Auf einen kiinstlichen Satelliten S der vernachlassigbar kleinen Masse m auf einem konzentrischen Orbit mit Radius r
um die Erde wirkt die Gravitationskraft
Mm

>
2

Fe =G

als Zentripetalkraft

7
2
Fy=m— = ma?r.
r
Dabei bezeichnen G die Gravitationskonstante, M die Masse der Erde, v die Umlaufgeschwindigkeit von .S auf dem
Orbit und w die zugehdrige Winkelgeschwindigkeit.

Die folgende Abbildung zeigt modellhaft einen Satelliten A auf seinem konzentrischen &quatorialen Orbit um den
Planeten Erde im Bezugssystem eines Beobachters O auf der Erdoberflache. Die als an A angehefteter Vektorpfeil F
dargestellte Gravitationskraft ist eine Zentralkraft und wirkt in diesem Spezialfall einer konzentrischen Umlaufbahn als
Zentripetalkraft orthogonal zur Umlaufbahn.

Reset Animation | Reset Camera

(a) Geben Sie den Radius r des Orbits von .S in Abhéngigkeit der Masse M der Erde, der Bahngeschwindigkeit v > 0
von S und der Gravitationskonstante G an.

Esistr =

(b) Geben Sie den Radius r der Umlaufbahn von S in Abhangigkeit der Masse M der Erde, der Winkelgeschwindigkeit
@ > 0 von S und der Gravitationskonstante G an. Geben Sie @ als omega ein.

Esistr =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

Fiir einen kiinstlichen Satelliten vernachlidssigbarer Masse auf einem
konzentrischen Orbit um die Erde wirkt die Gravitationskraft F; (siehe
Aufgabe als als Zentripetalkraft F},. In dieser Aufgabe soll das
Kriftegleichgewicht Fig = F}, nach dem Radius r in Abhéngigkeit von
der Bahngeschwindigkeit v und in Abhéngigkeit der Winkelgeschwin-
digkeit w umgestellt werden.

Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung

keine

keine

solve, find_root, algsys

Feedback unterdriicken: ja



mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.2.7 Stefan-Boltzmann Gesetz (1)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Das Stefan-Boltzmann Gesetz
P=AT's

beschreibt, welche Strahlungsleistung P ein idealer schwarzer Kérper der Oberfliche A mit absoluter Temperatur 7'
aussendet. Dabei bezeichne ¢ die Stefan-Boltzmann-Konstante.

(a) Stellen Sie das Stefan-Boltzmann Gesetz fiir T > 0 nach A um. Geben Sie ¢ als sigma ein.

Esist A =

(b) Stellen Sie das Stefan-Boltzmann Gesetz fiir A > 0 nach 7" um.

EsistT =

(c) Formulieren Sie drei wahre Aussagen zum 2. Newtonsche Gesetz. Vervollstandigen Sie dazu den folgenden

Lickentext.
(i) Sei T > 0 konstant. Je| (Meine Auswahl zurlicksetzen) ¢ | A ist, desto| (Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ |ist P.
(i) Sei P > 0 konstant. Je‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |T ist, desto| (Meine Auswahl zuriicksetzen) & |ist A.

(iii) Sei A > 0 konstant. Je| (Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ | P ist, desto| (Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ |istT.

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das Stefan-Boltzmann Gesetz
P=AT*o

nach der Oberfliche A und nach der Temperatur T eines idealen schwar-
zen Korpers umgestellt werden. Anschliefend sollen drei qualitative
Aussagen zur gegenseitigen Abhéingigkeit der einzelnen Bestimmungs-

groffen mithilfe eines Liickentexts formuliert werden.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung
Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.1.2.8 Wurfparabel (1)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Trigonometrisch Funktion
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Die durch

(ex(0), ¢y(0) = (0, 1) + 1 (v, 0y) — 3 817 (0, 1)
definierte Funktion beschreibt die Bahnkurve eines Korpers wahrend eines Wurfs in einem homogenen Schwerefeld
(unter Vernachlassigung des Luftwiderstands). Dabei bezeichne (0, #) den Ort und damit 4 die Hohe des Abwurfs,
(vx,vy) die Geschwindigkeit des Abwurfs und g die Schwerebeschleunigung. Das Bild der durch (cx(t), ¢y(t))
definierten Funktion wird Wurfparabel genannt. Falls die Geschwindigkeit des Abwurfs ungleich null, so heiBt der
Winkel ¢ zwischen (v, vy) und einer zur x-Achse parallelen Geraden durch (0, 4) Wurfwinkel.

Die folgende Abbildung zeigt die oben beschriebene Bahnkurve. Sie kénnen den Ort (0, &) des Wurfs entlang der y
-Achse verschieben (Punkt @ auf der y-Achse) und die Geschwindigkeit (v, vy) des Wurfs durch Verschieben der
Pfeilspitze des Vektors verandern (Pfeil ->). Der Wurfwinkel ¢ ist als Kreisausschnitt (Sektor <i) gekennzeichnet.

Beachten Sie, dass sich fiir v, # 0 die Bahnkurve als Graph einer reellen Funktion f iiber der x-Achse darstellen
lasst. Sie konnen das Funktionsargument x entlang der x-Achse verschieben (Punkt ¢ auf der x-Achse).

! -0 + € v 1T >

(a) Bestimmen Sie fiir v, # 0 die reelle Funktion f, sodass f(cx (1)) = c,(t) furalle t > 0 ist. Geben Sie v, und
vy als vx bzw. vy ein.

Esist f(x) =

(b) Geben Sie fiir v, # 0 die reelle Funktion f in Abhangigkeit des Wurfwinkels ¢ € ]—% %[ und des Betrags
r = ||(vy,vy)|l der Geschwindigkeit (v, v,) des Abwurfs an, indem Sie vy und v, geeignet ersetzen. Geben Sie

@ als phi ein.
Esist f(x) =
Autoren Emma van der Smagt| (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die durch

(ex(t), (1)) = (0,1) + t vz, ) — 5 9% (0,1)

beschriebene Wurfparabel untersucht werden. In Aufgabenteil (a) soll
eine Funktion f iiber der x-Achse angegeben werden, die die Eigen-
schaft f(c,(t)) = ¢, (t) fiir alle t erfiillt. Insbesondere stimmt damit
der Graph von f mit der Wurfparabel iiberein. In Aufgabenteil (b) sol-
len Geschwindigkeitsvektor (v,,v,) beziiglich ebener Polarkoordinaten
dargestellt und dessen Komponenten in der Darstellung von f in Auf-
gabenteil (a) geeignet ersetzt werden.

Vorkenntnisse Aquivalenzumformung, trigonometrische Funktionen, ebene Polarkoor-

dinaten

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

[D)er-sa |


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS

18

1.1.2.9 Wurfparabel (2)

Tags

Screenshot

Autoren

Idee
Lizenz

Thema

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Aquivalenzumformung, Umformung, Nullstelle, Extremwert

(Stand 29.07.2024)
Die durch
(ex(D).¢,(0) = (0. 1) + 1 (v, 0,) — 3 812(0,1)

definierte Abbildung ¢ beschreibt die Bahnkurve eines Korpers wahrend eines Wurfs in einem homogenen
Schwerefeld (unter Vernachldssigung des Luftwiderstands). Dabei bezeichne (0, #) den Ort und damit 4 > O die
Hohe des Abwurfs, (vy, uy) die Geschwindigkeit des Abwurfs und g > 0 die Schwerebeschleunigung. Das Bild der
durch (cx(1), ¢y(t)) definierten Funktion fiir # > O wird Wurfparabel genannt. Falls die Geschwindigkeit des
Abwurfs ungleich null ist, so heiBt der Winkel ¢ zwischen (vy, v,) und einer zur x -Achse parallelen Geraden durch
(0, h) Wurfwinkel. Firr v, # 0 Iasst sich die Wurfparabel auch als Graph der durch

fo)=-5£ 4+ 25 4 h

T2

definierten Funktion f tiber der x -Achse darstellen.

Die folgende Abbildung zeigt die oben beschriebene Bahnkurve. Sie kénnen den Ort (0, #) des Wurfs entlang der y
-Achse verschieben (Punkt @ auf der y-Achse) und die Geschwindigkeit (v, uy) des Wurfs durch Verschieben der
Pfeilspitze des Vektors verandern (Pfeil ->). Der Wurfwinkel ¢ ist als Kreisausschnitt (Sektor <) gekennzeichnet.

Firr vy # 0 kénnen Sie das Funktionsargument x von f entlang der x -Achse verschieben (Punkt auf der x-
Achse).

! -0 + € 4 1T >

(a) Bestimmen Sie fir v, > 0 den eindeutigen Punkt (x s, y5s) der Wurfparabel, sodass fir alle Punkt (x, y) auf

der Wurfparabel y < y,, gilt. Im Folgenden verstehen wir (x s, yar) als den hochsten Punkt auf der Bahnkurve
des geworfenen Korpers. Wir bezeichnen y,, als maximale Wurfhéhe. Unterscheiden Sie dabei die folgenden Falle.
Geben Sie einen Punkt (a, b) € R2 als [a,b] ein.

(i) Fir vy, > O'ist (xpr, yur) =
(ii) Fir v, < 0'ist (xpr, ypr) =
(b) Bestimmen Sie fir 4 > 0 den eindeutigen Punkt (x¢, o), an dem die Wurfparabel die x -Achse schneidet. Im

Folgenden verstehen wir (xg, yo) als den Punkt, an dem der geworfene Kérper auf dem Boden auftrifft. Wir
bezeichnen x( als Wurfweite.

Esist (xo, yo) =

Emma van der Smagt| (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die durch

(ex(t), (1)) = (0,1) + b (v, v3) — 5 9% (0,1)

beschriebene Wurfparabel untersucht werden. In Aufgabenteil (a) soll
die maximale Wurfhohe als Extremwert der y-Komponente ¢, bestimmt
werden. In Aufgabenteil (b) soll die Wurfweite als Nullstelle der y-

Komponente ¢, bestimmt werden.

[D)evsa |
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Vorkenntnisse Aquivalenzumformung, trigonometrische Funktionen, Bestimmung von

Nullstellen, Charakterisierung von Extremstellen

Randomisierung keine

Anpassungen keine

Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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1.1.3 Physikalische Gesetze und Umgang mit Einheiten

1.1.3.1 2. Newtonsche Gesetz (2)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Signifikante Stellen, SI-Einheiten

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie mithilfe des 2. Newtonschen Gesetzes
F=ma

den Zusammenhang zwischen der Schubkraft F', der Masse m und der Beschleunigung a der zweiten Stufe einer Falcon
9 Block 5.

Das Vakuumtriebwerk Merlin 1D VAC der zweiten Stufe einer Falcon 9 Block 5 erzeugt eine maximal Schubkraft F von
9.786 - 10° N. Die Gesamtmasse m der zweiten Stufe betragt 9.2055 - 10* kg. Berechnen Sie die Beschleunigung a,
die die zweite Stufe bei 80% ihrer maximalen Schubkraft erfahrt, und geben Sie diese in ‘:—‘ auf 4 signifikante Stellen
genau an.

Esista =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe des 2. Newtonsche Gesetzes (siche Aufga-

be(l.1.2.1) die Beschleunigung a einer Rakete bei gegebener Schubkraft
F und Masse m berechnet werden. Das Ergebnis soll dabei mit Einheit

bis auf eine vorgegebene Zahl signifikanter Stellen genau angegeben

werden.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung, signifikante Stel-
len, SI-Einheiten

Randomisierung Der Anteil der maximalen Schubkraft wird zwischen 5% und 95% in

Schritten von 5% zufiillig ausgewiihlt.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.1.3.2 Barometrische Héhenformel (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassungen
Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Aquivalenzumformung, Umformung, Signifikante Stellen, SI-Einheiten,

Exponentialfunktion, Logarithmus

(Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie mithilfe der barometrischen Hohenformel
_&hm
p=poe M
den Zusammenhang zwischen der Flughohe 4 eines Airbus A321XLR, dem Luftdruck p auf Flughdhe, dem Luftdruck pg
am Boden und der Dichte p( der Luft am Boden. Es bezeichne g die Erdbeschleunigung.

Das Pitot-Statik-System eines Airbus A321XLR zeigt einen Luftdruck p von 2.41 - 10* Pa an. Die Flugverkehrskontrolle
meldet einen Luftdruck py von 1.0095 - 10° Pa und Dichte py der Luft von 1.2491 - 10° % auf Héhe des

Meeresspiegels. Berechnen Sie die Flughdhe & des Airbus A321XLR uber dem Meeresspiegel und geben Sie diese in m
auf 3 signifikante Stellen genau an. Nehmen Sie fiir die Berechnung naherungsweise an, dass die Erdbeschleunigung g
gleich9.81 - 100 2 ist.

Esisth =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll mithilfe der barometrischen Hohenformel (siehe
Aufgabe die Flughche h eines Airbus A321XLR bei gegebenem
Luftdruck p auf der Flughdhe und gegeben Luftdruck pg und -dichte pg
auf Hohe des Meeresspiegels berechnet werden. Das Ergebnis soll dabei
mit Einheit bis auf eine vorgegebene Zahl signifikanter Stellen genau
angegeben werden.

Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung, signifikante Stel-
len, SI-Einheiten, Potenzgesetze, Logarithmusgesetze

Es werden der Luftdruck pg zufillig zwischen 1003 hPa und 1028, 5 hPa
in Schritten von 0,5 hPa, die Lufttemperatur auf Hohe des Meeresspie-
gels zufillig zwischen 273, 5K und 309, 2K in Schritten von 0,7 K und
die Flughohe h zufillig zwischen 9300 m und 12000 m in Schritten von
100 m ausgewéhlt und daraus mithilfe der barometrischen Hohenformel
der Luftdruck p auf der Flughthe bestimmt.

keine

solve, find_root, algsys

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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1.1.3.3 Newtonsches Gravitationsgesetz (3)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Signifikante Stellen, SI-Einheiten

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Auf einen kiinstlichen Satelliten S der vernachldssigbar kleinen Masse m auf einem stationdren Orbit mit Radius # um
den Planeten Erde wirkt die Gravitationskraft
Mm

Fo=G—

als Zentripetalkraft

v )
F,=m—=mw'r.
r
Dabei bezeichnen G die Gravitationskonstante, M die Masse des Planeten Erde, v die Umlaufgeschwindigkeit von S
auf dem Orbit und @ die zugehdrige Winkelgeschwindigkeit. Untersuchen Sie im Folgenden den Orbit von S und

entnehmen Sie die dazu erforderlichen GréBen der folgenden Tabelle.

Name Masse [kg] siderischer Tag [h] Aquatordurchmesser [km]
Merkur  3.301 - 10% 1407.5 4879.4
Venus 4.8675 - 10** 5832.5 12103.6
Erde 5.9722 - 10%* 23.93 12756.3
Mars  6.417 - 107 24.6 6792.4

Die folgende Abbildung zeigt modellhaft vier Satelliten A, B, C und D (Punkte -, ¢, » und ¢) auf ihren konzentrischen
Aquatorialen Orbits um den Planeten Erde im Bezugssystem eines Beobachters O (Punkt ) auf der Erdoberflache. Der
Satellit C befindet sich auf einem (geo)stationdren Orbit und erscheint so dem Beobachter O am Himmel still zu stehen.
Bitte beachten Sie, dass das Verhéltnis von Erdradius, Bahnradius und Bahngeschwindigkeiten der Satelliten
maBstabsgetreu abgebildet wird, die Abbildung abseits davon jedoch stark idealisiert ist.

Reset Animation i Reset Camera

(a) Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit @ von S und geben Sie diese in % auf 4 signifikante Stellen genau an.

Esistw =

(b) Bestimmen Sie den Radius r des stationdren Orbits von S mithilfe des klassischen Newtonschen
Gravitationsgesetzes und geben Sie diesen in m auf 5 signifikante Stellen genau an. Die Masse von S sei dabei

vernachlassigbar klein. Nehmen Sie fiir die Gravitationskonstante G an, dass G = 6.6743 - 10~!! k‘:ﬁ ist.
Esistr =
(c) Bestimmen Sie die Flughdhe /4 von S und geben Sie diese auf 5 signifikante Stellen genau an.
Esisth =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe des Kréftgleichgewichts Fg = F), (siehe

Aufgabe der Gravitationskraft Fig und der Zentripetalkraft F),
die Winkelgeschwindigkeit w, der Bahnradius r und die Flughdhe h
eines stationdren Satelliten im Orbit eines Planeten bestimmt werden.
Die Ergebnisse sollen dabei mit Einheiten bis auf eine vorgegebene Zahl
signifikanter Stellen genau angegeben werden.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung, signifikante Stel-
len, SI-Einheiten

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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Randomisierung Der Planet, seine Masse, sein Durchmesser und die Lénge eines sideri-
schen Tages werden zufillig aus einer Liste von vier Planeten (Merkur,
Venus, Erde, Mars) ausgewihlt.

Anpassungen Die unter Randomisierung angegebene Liste kann um weitere Planten,
ihre beschreibenden Groflen samt signifikanter Stellen ergénzt werden.

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.1.3.4 Stefan-Boltzmann Gesetz (2)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Signifikante Stellen, SI-Einheiten
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Untersuchen Sie mithilfe des Stefan-Boltzmann Gesetzes
P=cAT*

den Zusammenhang zwischen der Strahlungsleistung P, der Temperatur 7' und der Oberfliche A eines idealen
schwarzen Kérpers. Es bezeichne o die Stefan-Boltzmann Konstante.

Berechnen Sie die Kantenlange L eines idealen schwarzen Wiirfels, der bei einer absoluten Temperatur von 5.0 - 10! K
eine Strahlungsleistung von 3.402 - 10> W aussendet, und geben Sie diese in m auf 2 signifikante Stellen genau an.

Nehmen Sie fiir die Berechnung naherungsweise an, dass die Stefan-Boltzmann ¢ Konstante gleich 5.67 - 1078 %
ist.
Esist L =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe des Stefan-Boltzmann Gesetzes (siehe

die Kantenlinge L eines idealen schwarzen Wiirfels

Aufgabe

bei gegebener Strahlungsleistung P und Temperatur T berechnet wer-

den. Das Ergebnis soll dabei mit Einheit bis auf eine vorgegebene Zahl

signifikanter Stellen genau angegeben werden.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung, signifikante Stel-
len, SI-Einheiten
Randomisierung Die Strahlungsleistung und die Temperatur werden zufillig so be-

stimmt, dass die Kantenldnge L gleich 10m, 20 m oder 40 m ist.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.1.4 Unleichungen

1.1.4.1 Polynomiale Unleichungen (1) (linear)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Ungleichung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Ungleichung
bx+a>0 (%)
fiir reelle Zahlen a und b mita < O und b < 0.

(a) Geben Sie die Menge M aller reellen Zahlen x an, die die Ungleichung () erfiillen. Bestimmen Sie dazu die die
Menge beschreibenden Schranken und wahlen Sie die an die Elemente gestellte Bedingung geeignet aus.

Esist M = {x € R| }.

(Meine Auswahl zuriicksetzen) %

(b) Vervollstandigen Sie den folgenden Liickentext zu einer wahren Aussage Uber die Ungleichung ().

Falls zusétzlich ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ | ist, dann erfiillt x =| (Meine Auswahl zuriicksetzen) & | die
Ungleichung ().

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Ungleichung

br+a<0 (oderbx+a>0)

fiir reelle Konstanten a > 0 (oder a < 0) und b > 0 (oder b < 0) unter-
sucht werden. In Aufgabenteil (a) soll die Menge aller reellen Zahlen x
angegeben werden, die die Ungleichung erfiillen. Dazu ist eine geeigne-
te Schranke anzugeben. In Aufgabenteil (b) soll eine wahre Aussage zu
obiger Ungleichung formuliert werden. Dazu ist zu entscheiden, ob eine
reelle Zahl unter einer gegeben Bedingung die Ungleichung erfiillt.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung von Ungleichun-
gen, Angabe von Losungsmengen

Randomisierung Die Richtung der obigen Ungleichung und die Vorzeichen der Konstan-
ten a und b werden zufillig gewéhlt. In Abhéngigkeit davon sind die in
Aufgabenteil (b) gegebenen Antwortméglichkeiten bestimmt. Die Ran-
domisierung hat nur einen geringen Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad
der Aufgabe.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solveineq
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.1.4.2 Polynomiale Unleichungen (2) (quadratisch)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassungen
Verbotene Worter
Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Aquivalenzumformung, Umformung, Ungleichung

(Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Ungleichung
bx* +a<0 (1)
fiir reelle Zahlen @ und b mita < O und b > 0.

(a) Geben Sie die Menge M aller reellen Zahlen x an, die die Ungleichung (1) erfiillen. Bestimmen Sie dazu die die
Menge beschreibenden Schranken und verkniipfen Sie die an die Elemente gestellten Bedingungen geeignet.

Esist M = {x eR | x > (Meine Auswahl zuriicksetzen) # | x < 1.

(b) Vervollstandigen Sie den folgenden Liickentext zu einer wahren Aussage Uber die Ungleichung (1).

Falls | (Meine Auswahl zurlicksetzen) ¢ | ist, so ist die reelle Zahl x = —a | (Meine Auswahl zurlicksetzen) %

Element der Menge M .

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die Ungleichung

b’ +a<0 (oderbx2+a20)

fiir reelle Konstanten a > 0 (oder a < 0) und b > 0 mit sign(b) =
—sign(a) untersucht werden. In Aufgabenteil (a) soll die Menge aller
reellen Zahlen x angegeben werden, die die Ungleichung erfiillen. Da-
zu sind geeignete Schranken anzugeben. In Aufgabenteil (b) soll eine
wahre Aussage zu obiger Ungleichung formuliert werden. Dazu ist zu
entscheiden, ob eine gegebene reelle Zahl unter einer gegeben Bedingung
die Ungleichung erfiillt.

Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung von Ungleichun-
gen, Angabe von Losungsmengen

Die Richtung der obigen Ungleichung und das Vorzeichen der Kon-
stanten a werden zufillig gewéhlt. In Abhéngigkeit davon sind die in
Aufgabenteil (b) gegebenen Antwortméglichkeiten bestimmt. Die Ran-
domisierung hat nur einen geringen Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad
der Aufgabe.

keine

solveineq

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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1.1.4.3 Betragsungleichungen (1)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Ungleichung, Betrag

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Ungleichung
[bx] +a>0 (1)

fiir reelle Zahlen @ und b mita < O und b < 0.

(a) Geben Sie die Menge M aller reellen Zahlen x an, die die Ungleichung (1) erfiillen. Bestimmen Sie dazu die die
Menge beschreibenden Schranken und verkniipfen Sie die an die Elemente gestellten Bedingungen geeignet.

Esist M = {x eR | x < (Meine Auswahl zuriicksetzen) % | x > 1.

(b) Vervollstandigen Sie den folgenden Liickentext zu einer wahren Aussage Uber die Ungleichung (1).

Falls| (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |ist, so ist die reelle Zahl x = a| (Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ |Element

der Menge M .
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Ungleichung

bzx|+a <0 (oder |bz|+a>0)

fiir reelle Konstanten a < 0 und b > 0 (oder b < 0) untersucht werden.
In Aufgabenteil (a) soll die Menge aller reellen Zahlen x angegeben
werden, die die Ungleichung erfiillen. Dazu sind geeignete Schranken
anzugeben. In Aufgabenteil (b) soll eine wahre Aussage zu obiger Un-
gleichung formuliert werden. Dazu ist zu entscheiden, ob eine gegebene
reelle Zahl unter einer gegeben Bedingung die Ungleichung erfiillt.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung von Ungleichun-
gen, Angabe von Losungsmengen, Betragsfunktion

Randomisierung Die Richtung der obigen Ungleichung und das Vorzeichen der Kon-
stanten b werden zufillig gewéhlt. In Abhéngigkeit davon sind die in
Aufgabenteil (b) gegebenen Antwortmoglichkeiten bestimmt. Die Ran-
domisierung hat nur einen geringen Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad
der Aufgabe.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solveineq
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.1.4.4 Betragsungleichungen (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassungen
Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Aquivalenzumformung, Umformung, Ungleichung, Betrag

(Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Ungleichung
blx|+a>0 (1)

fiir reelle Zahlen a und b mita > O und b < 0.

(a) Geben Sie die Menge M aller reellen Zahlen x an, die die Ungleichung (1) erfiillen. Bestimmen Sie dazu die die
Menge beschreibenden Schranken und verkniipfen Sie die an die Elemente gestellten Bedingungen geeignet.

Esist M = {x eR | x > (Meine Auswahl zuriicksetzen) # | x < 1.

(b) Vervollstandigen Sie den folgenden Liickentext zu einer wahren Aussage Uber die Ungleichung (1).

Falls | (Meine Auswahl zurlicksetzen) ¢ | ist, so ist die reelle Zahl x = —a | (Meine Auswahl zuriicksetzen) %

Element der Menge M .

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die Ungleichung

blz|+a <0 (oderb|z|+a>0)

fiir reelle Konstanten a > 0 (oder a < 0) und b mit sign(b) = — sign(a)
untersucht werden. In Aufgabenteil (a) soll die Menge aller reellen Zah-
len x angegeben werden, die die Ungleichung erfiillen. Dazu sind geeig-
nete Schranken anzugeben. In Aufgabenteil (b) soll eine wahre Aussage
zu obiger Ungleichung formuliert werden. Dazu ist zu entscheiden, ob ei-
ne gegebene reelle Zahl unter einer gegeben Bedingung die Ungleichung
erfiillt.

Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung von Ungleichun-
gen, Angabe von Lésungsmengen, Betragsfunktion

Die Richtung der obigen Ungleichung und das Vorzeichen der Kon-
stanten a werden zufillig gewihlt. In Abhéngigkeit davon sind die in
Aufgabenteil (b) gegebenen Antwortméglichkeiten bestimmt. Die Ran-
domisierung hat nur einen geringen Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad
der Aufgabe.

keine

solveineq

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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1.1.4.5 Betragsungleichungen (3)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassungen
Verbotene Worter
Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Aquivalenzumformung, Umformung, Ungleichung, Betrag

(Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Ungleichung
[x|bx+a>0 (1)
fiir reelle Zahlen a und b mita > O und b > 0.

(a) Geben Sie die Menge M aller reellen Zahlen x an, die die Ungleichung (1) erfiillen. Bestimmen Sie dazu die die
Menge beschreibenden Schranken und wahlen Sie die an die Elemente gestellte Bedingung geeignet aus.

Esist M = {x € R| | (Meine Auswahl zuriicksetzen) # ).

(b) Vervollstandigen Sie den folgenden Liickentext zu einer wahren Aussage tber die Ungleichung (1).

Falls | (Meine Auswahl zurlicksetzen) ¢ | ist, so ist die reelle Zahl x = —a | (Meine Auswahl zurlicksetzen) %

Element der Menge M .

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die Ungleichung

blz|z+a <0 (oderblz|z+a>0)

fiir reelle Konstanten a > 0 (oder a < 0) und b > 0 (oder b < 0) unter-
sucht werden. In Aufgabenteil (a) soll die Menge aller reellen Zahlen x
angegeben werden, die die Ungleichung erfiillen. Dazu ist eine geeigne-
te Schranke anzugeben. In Aufgabenteil (b) soll eine wahre Aussage zu
obiger Ungleichung formuliert werden. Dazu ist zu entscheiden, ob eine
gegebene reelle Zahl unter einer gegeben Bedingung die Ungleichung
erfiillt.

Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung von Ungleichun-
gen, Angabe von Losungsmengen, Betragsfunktion

Die Richtung der obigen Ungleichung und die Vorzeichen der Konstan-
ten a und b werden zufillig gewéhlt. In Abhéingigkeit davon sind die in
Aufgabenteil (b) gegebenen Antwortméglichkeiten bestimmt. Die Ran-
domisierung hat nur einen geringen Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad
der Aufgabe.

keine

solveineq

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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1.1.4.6 Exponentielle Ungleichungen (1)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Ungleichung, Exponentialfunktion

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Ungleichung
be*+a>0 (1)
fiir reelle Zahlen @ und b mita < Ound b > 0.

(a) Geben Sie die Menge M aller reellen Zahlen x an, die die Ungleichung (1) erfiillen. Bestimmen Sie dazu die die
Menge beschreibenden Schranken und wahlen Sie die an die Elemente gestellte Bedingung geeignet aus. Geben Sie
den natiirlichen Logarithmus In(z) einer positiven reellen Zahl z als log(z) ein.

Esist M = {x € R| ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) & }.

(b) Vervollstandigen Sie den folgenden Liickentext zu einer wahren Aussage iber die Ungleichung (1).

Falls zusétzlich ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) & ist, dann ist die reelle Zahl XxX=a

(Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ |Element der Menge M .

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Ungleichung

be* +a<0 (oderbe®+a>0)

fiir reelle Konstanten a > 0 (oder a < 0) und b > 0 mit sign(b) =
—sign(a) untersucht werden. In Aufgabenteil (a) soll die Menge aller
reellen Zahlen = angegeben werden, die die Ungleichung erfiillen. Dazu
ist eine geeignete Schranke anzugeben. In Aufgabenteil (b) soll eine
wahre Aussage zu obiger Ungleichung formuliert werden. Dazu ist zu
entscheiden, ob eine gegebene reelle Zahl unter einer gegeben Bedingung
die Ungleichung erfiillt.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung von Ungleichun-
gen, Angabe von Losungsmengen, Exponentialfunktion

Randomisierung Die Richtung der obigen Ungleichung und das Vorzeichen der Kon-
stanten a werden zufiillig gewahlt. In Abhingigkeit davon sind die in
Aufgabenteil (b) gegebenen Antwortmoglichkeiten bestimmt. Die Ran-
domisierung hat nur einen geringen Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad
der Aufgabe.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solveineq
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.1.4.7 Exponentielle Ungleichungen (2)

Tags Aquivalenzumformung, Umformung, Ungleichung, Exponentialfunktion

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Ungleichung
e +a20 (D)

fiir reelle Zahlen @ und b mita < O und b > 0.

(a) Geben Sie die Menge M aller reellen Zahlen x an, die die Ungleichung (1) erfiillen. Bestimmen Sie dazu die die
Menge beschreibenden Schranken und wahlen Sie die an die Elemente gestellte Bedingung geeignet aus. Geben Sie
den natiirlichen Logarithmus In(z) einer positiven reellen Zahl z als log(z) ein.

Esist M = {x € R| ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) % 1.

(b) Vervollstandigen Sie den folgenden Liickentext zu einer wahren Aussage Uber die Ungleichung (1).

Falls zusatzlich ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) % ist, dann ist die reelle Zahl X=a

(Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ |Element der Menge M .

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Ungleichung

e+ a<0 (oderebm—FaZO)

fiir reelle Konstanten a < 0 und b > 0 (oder b < 0) untersucht werden.
In Aufgabenteil (a) soll die Menge aller reellen Zahlen = angegeben
werden, die die Ungleichung erfiillen. Dazu ist eine geeignete Schranke
anzugeben. In Aufgabenteil (b) soll eine wahre Aussage zu obiger Un-
gleichung formuliert werden. Dazu ist zu entscheiden, ob eine gegebene
reelle Zahl unter einer gegeben Bedingung die Ungleichung erfiillt.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Aquivalenzumformung von Ungleichun-
gen, Angabe von Lésungsmengen, Exponentialfunktion

Randomisierung Die Richtung der obigen Ungleichung und das Vorzeichen der Kon-
stanten b werden zufillig gewé&hlt. In Abhingigkeit davon sind die in
Aufgabenteil (b) gegebenen Antwortméglichkeiten bestimmt. Die Ran-
domisierung hat nur einen geringen Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad
der Aufgabe.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solveineq
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2 Rechenregeln

Dieser Themenbereich umfasst Aufgaben zu Rechenregeln fiir Potenzen und Logarithmen, die Par-

tialbruchzerlegung und die Trigonometrie. Aufgaben zu den Potenz- und Logarithmusgesetzen be-

handeln die Vereinfachung komplexer Terme durch die Anwendung entsprechender Rechenregeln und

die Angabe von Losungsmengen. Aufgaben zur Trigonometrie umfassen die Losung trigonometrischer

Gleichungen sowie die Berechnung von Winkeln und Seiten in geometrischen Figuren und zeigen dabei

praxisnahe Anwendungen der Trigonometrie auf. In weiteren Aufgaben wird die Partialbruchzerlegung

eingefiihrt, die es ermdglicht, gebrochen-rationale Terme in einfache Bestandteile zu zerlegen.
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1.2.1 Potenzgesetze

1.2.1.1 Potenzgesetze (1)

Tags Potenzgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
86 . 212
T2 ®

fur ganze Zahlen k.

Geben Sie die Menge A aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) erfiillt ist.

Esist A =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe der Potenzgesetze die Menge aller ganzen

Zahlen k angegeben werden, die eine Gleichung der Form

mi\k1 | (.ma\k2
™) @) (1.2.1)
() (@)
erfiillen.
Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Potenzgesetze, Aquivalenzumformung,

Angabe von Loésungsmengen
Randomisierung Um Aufgabenvarianten mit &hnlichem Schwierigkeitsgrad zu erhalten,
werden die Basis x, die Exponenten mg,...,ms und die Exponenten

ki, ..., kg so ausgewdhlt, dass
e es genau eine ganze Zahl k gibt, die die Gleichung ((1.2.1)) erfiillt,
e die Basis = gleich 2, 3 oder 5 ist,

e genau zwei der Exponenten mg,...,my4 gleich 1, ein Exponent

gleich 2 und ein Exponent 2 oder 3 ist,
e die Exponenten k1, ..., k4 ganze Zahlen zwischen 2 und 15 sind.

Die Randomisierung erfolgt dabei so, dass sich keine Faktoren ohne

Anwendung mindestens eines Potenzgesetzes zu eins aufheben.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.1.2 Potenzgesetze (2)

Tags Potenzgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung

5/: . 912 _ 1258 . 3/( q
99 .257 - 5a+14 576 @

fiir ganze Zahlen k.

zu (a) Geben Sie fiir @ = 0 die Menge A aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) erfiillt ist.

Esist A =

zu (b) Geben Sie fiir a # 0 die Menge B aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) erfillt ist.

Esist B =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe der Potenzgesetze die Menge aller ganzen

Zahlen k angegeben werden, die eine Gleichung der Form

(Iml)kl . yk B .’L‘k . (y77L5)k5
. = . _ (1.2.2)
(@m2)™ . (zms)'s (gma)t . (yme)tete

unter den Bedingungen a = 0 in Aufgabenteil (a) und a # 0 in Aufga-
benteil (b) erfiillen.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Potenzgesetze, Aquivalenzumformung,
Angabe von Losungsmengen

Randomisierung Um Aufgabenvarianten mit dhnlichem Schwierigkeitsgrad zu erhalten,
werden die Basen x und y, die Exponenten myq, ..., mg und die Expo-

nenten ki, ..., kg so ausgewahlt, dass

e es fiir a = 0 genau eine ganze Zahl k gibt und es fiir a # 0 keine
ganze Zahl k gibt, die die Gleichung (1.2.2)) erfiillt,

e die Basen = und y gleich 2, 3 oder 5 und verschieden voneinander

sind,

e genau zwei der Exponenten mg,...,my gleich 1, ein Exponent

gleich 2 und ein Exponent 2 oder 3 ist,

e ciner der Exponenten ms, mg gleich 2 und der andere Exponent
gleich 2 oder 3 ist,

e die Exponenten ki, ..., kg ganze Zahlen zwischen 2 und 15 sind.

Die Randomisierung erfolgt dabei so, dass sich keine Faktoren ohne

Anwendung mindestens eines Potenzgesetzes zu eins aufheben.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.1.3 Potenzgesetze (3)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassungen
Verbotene Worter
Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Potenzgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung

(Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
36 12\9 27\4 4k
x7 - (x ) = (x ) - X (€))

fiir positive reelle Zahlen x und ganze Zahlen k.

(a) Geben Sie die Menge A aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) fiir alle positiven reellen Zahlen x erfiillt
ist.

Esist A =

(b) Geben Sie die Menge B aller positiven reellen Zahlen x an, sodass die Gleichung (1) fiir alle ganzen Zahlen k erfllt
ist.

Esist B =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll mithilfe der Potenzgesetze eine Gleichung der

Form
Z‘Ck rca xfabc xabc =1 (123)

flir positive reelle Zahlen x und ganze Zahlen k untersucht werden. Der
Exponent lésst sich zu ¢ (k — a) vereinfachen. In Aufgabenteil (a) soll
die Menge aller ganzen Zahlen k angegeben werden, die die Gleichung
fiir alle positiven reelle Zahlen z erfiillen. In Aufgabenteil (b)
soll die Menge aller positiven reellen Zahlen x angegeben werden, die
die Gleichung fiir alle ganzen Zahlen k erfiillen.

Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Potenzgesetze, Aquivalenzumformung,
Angabe von Loésungsmengen

Die Zahlen a, b und ¢ werden zufillig als ganze Zahlen zwischen 2 und
7 gewdhlt. Die Exponenten und deren Darstellung sind dabei so ran-
domisiert, dass sich keine Faktoren ohne Hilfe der Potenzgesetze zu
eins aufheben. Die Position der Faktoren linksseitig oder rechtsseitig in
Gleichung ist randomisiert.

keine

solve, find_root, algsys

Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

[D)er-sa |
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1.2.1.4 Potenzgesetze (4)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassungen
Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Potenzgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung

(Stand 29.07.2024)
Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung

2
X3k

12k |6k
=% % 1)
X2

fiir positive reelle Zahlen x und ganze Zahlen k.

(a) Geben Sie die Menge A aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) fiir alle positiven reellen Zahlen x erfllt
ist.

Esist A =

(b) Geben Sie die Menge B aller positiven reellen Zahlen x an, sodass die Gleichung (1) fir alle ganzen Zahlen k erfiilit
ist.

Esist B =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll mithilfe der Potenzgesetze eine Gleichung der

Form
xckQ x—cak x—cbk xabc =1 (124)

fiir positive reelle Zahlen x und ganze Zahlen k untersucht werden. Der
Exponent ldsst sich zu ¢ (k—a) (k —b) vereinfachen. In Aufgabenteil (a)
soll die Menge aller ganzen Zahlen k angegeben werden, die die Glei-
chung fiir alle positiven reelle Zahlen x erfiillen. In Aufgabenteil
(b) soll die Menge aller positiven reellen Zahlen = angegeben werden,
die die Gleichung fiir alle ganzen Zahlen k erfiillen.
Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Potenzgesetze, Aquivalenzumformung,
Angabe von Losungsmengen

Die Zahlen a, b und ¢ werden zufillig als ganze Zahlen zwischen 2 und
7 gewahlt. Die Exponenten und deren Darstellung sind dabei so rando-
misiert, dass sich keine Faktoren ohne Hilfe der Potenzgesetze zu eins
aufheben. Die Position der Faktoren in Gleichung (|1.2.4) und deren
Darstellung im Zahler oder Nenner ist randomisiert.

keine

solve, find_root, algsys

Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

[D)er-sa |
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1.2.1.5 Potenzgesetze (5)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassungen
Verbotene Worter
Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Potenzgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung

(Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
xT12k 28k X2k

= (1)

N )
x84 x3K L =196

fur positive reelle Zahlen x und y und fiir ganze Zahlen k.

(a) Sei y = 1. Geben Sie die Menge A aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) fiir alle positiven reellen
Zahlen x erfillt ist.

Esist A =

(b) Geben Sie die Menge B aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) fir alle positiven reellen Zahlen x und y
erfillt ist.

Esist B =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
CC BY-SA 4.0
In dieser Aufgabe soll mithilfe der Potenzgesetze eine Gleichung der
Form

k% p—cak . —cbk abe bk y—azb -1 (1.2.5)
fiir positive reelle Zahlen & und y und ganze Zahlen k untersucht wer-
den. Die Exponenten lassen sich zu ¢(k — a) (k — b) und ab(k — a)
vereinfachen. In Aufgabenteil (a) soll die Menge aller ganzen Zahlen
k angegeben werden, die die Gleichung fiir alle positiven reelle
Zahlen z und fiir y = 1 erfiillen. In Aufgabenteil (b) soll die Menge aller
ganzen Zahlen k angegeben werden, die die Gleichung fiir alle
positiven reellen Zahlen z und y erfiillen.
Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Potenzgesetze, Aquivalenzumformung,
Angabe von Losungsmengen
Die Zahlen a, b und ¢ werden zufillig als ganze Zahlen zwischen 2 und
7 gewahlt. Die Exponenten und deren Darstellung sind dabei so rando-
misiert, dass sich keine Faktoren ohne Hilfe der Potenzgesetze zu eins
aufheben. Die Position der Faktoren in Gleichung ([1.2.5) und deren
Darstellung im Zahler oder Nenner ist randomisiert.
keine
solve, find_root, algsys
Feedback unterdriicken: ja
Multiplikationszeichen : Punkt

[D)er-sa |
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https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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1.2.1.6 Potenzgesetze (6)

Tags Potenzgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
x_4.k2 . y_es.k2 B 724k 3 ~196 y()‘kz o
Y2k . 76K 26K . (. )2k

fur positive reelle Zahlen x, y und z und fiir ganze Zahlen k.

(a) Seiz = % das multiplikative Inverse von y. Geben Sie die Menge A aller ganzen Zahlen k
an, sodass die Gleichung (1) fir alle positiven reellen Zahlen x und y erfillt ist.

Esist A =

(b) Geben Sie die Menge B aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) fiir alle
positiven reellen Zahlen x, y und z erfiillt ist.

Esist B =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe der Potenzgesetze eine Gleichung der
Form
2 2 2
l,ak pac (yz)bk (yz)fabk (yz)fbck (yz)abc -1 (126)

flir positive reelle Zahlen x, y und z und ganze Zahlen k untersucht
werden. Die Exponenten zu den Basen x und yz lassen sich zu a (k —
¢) (k + ¢) bzw. b(k — ¢) (k — a) vereinfachen. In Aufgabenteil (a) soll
die Menge aller ganzen Zahlen k angegeben werden, die die Gleichung
fiir alle positiven reelle Zahlen x, y und fir z = i erfiillen.
In Aufgabenteil (b) soll die Menge aller ganzen Zahlen k angegeben
werden, die die Gleichung fiir alle positiven reellen Zahlen z, y
und z erfiillen.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Potenzgesetze, Aquivalenzumformung,
Angabe von Losungsmengen

Randomisierung Die Zahlen a, b und ¢ werden zufillig als ganze Zahlen zwischen 2 und
7 gew#hlt. Die Exponenten und deren Darstellung sind dabei so rando-
misiert, dass sich keine Faktoren ohne Hilfe der Potenzgesetze zu eins
aufheben. Die Position der Faktoren in Gleichung und deren

Darstellung im Zahler oder Nenner ist randomisiert.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.2 Logarithmusgesetze

1.2.2.1 Logarithmusgesetze (1)

Tags Logarithmus, Logarithmusgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
logs (2°) — logs (4) + 3 - log;(2) = log;(8) (1)

fiir ganze Zahlen k.

Geben Sie die Menge A aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) erfillt ist.

Esist A =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe der Logarithmusgesetze die Menge aller

ganzen Zahlen k bestimmt werden, die die Gleichung der Form

log, (y") + b log, (y) = log,(y*) + log, (") (1.2.7)

erfiillen. Der Vorfaktor von log,(y) lésst sich zu k — a vereinfachen.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Potenzgesetze, Logarithmusgesetze,
Aquivalenzumformung, Angabe von Lisungsmengen

Randomisierung Die Zahlen a und b werden zuféllig als ganze Zahlen zwischen 2 und
4 gewihlt, sodass a und b verschieden sind . Die Basis  und Argu-
ment y werden zufillig als ganze Zahlen aus 2 und 3 gewihlt, sodass
2 und y verschieden sind. Die Darstellung der Gleichung ist so
randomisiert, dass sich keine Summanden ohne Hilfe mindestens eines

Logarithmusgesetzes zu null autheben. Die Position der Summanden in

Gleichung (1.2.7)) ist randomisiert.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.2.2 Logarithmusgesetze (2)

Tags Logarithmus, Logarithmusgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
log, (3" - 5%) =1log, (5"*) +3 - log,3) (1)

fur ganze Zahlen k.

zu (a) Geben Sie fir @ = 0 die Menge A aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) erfillt ist.

Esist A =

zu (b) Geben Sie fiir a # 0 die Menge B aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) erfiillt ist.

Esist B =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe der Logarithmusgesetze die Menge aller

ganzen Zahlen angegeben werden, die eine Gleichung der Form

log. ((z)*) = b log. (z) +log. (y**") (1.2.8)

unter den Bedingungen a = 0 in Aufgabenteil (a) und ¢ # 0 in Auf-
gabenteil (b) erfiillen. Die Vorfaktoren von log,(x) und log, (y) lassen
sich zu k — b bzw. k — b + a vereinfachen.

Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Potenzgesetze, Logarithmusgesetze,
Aquivalenzumformung, Angabe von Lisungsmengen

Randomisierung Die Argumente z, y, die Basis z und der Exponent bzw. Vorfaktor b

werden zufillig so ausgewahlt, dass

e ¢s fiir a = 0 genau eine ganze Zahl k gibt und es fiir a # 0 keine
ganze Zahl k gibt, die die Gleichung (1.2.8)) erfiillt,

e die Argumente z, y und die Basis z gleich 2, 3 oder 5 und ver-

schieden voneinander sind,
e der Exponent bzw. Vorfaktoren b gleich 2, 3 oder 4 ist.

Die Randomisierung erfolgt dabei so, dass sich keine Summanden ohne
Anwendung mindestens eines Logarithmusgesetzes zu null aufheben.
Die Position der Summanden in Gleichung (1.2.8) ist randomisiert.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 41

1.2.2.3 Logarithmusgesetze (3)

Tags Logarithmus, Logarithmusgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
logy (x°) + K> - logy(x) — log(125) - k = 2 - logy (5*) (1)

fiir ganze Zahlen k.

zu (a) Geben Sie fur x = 1 die Menge A aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) erfillt ist.

Esist A =

zu (b) Geben Sie fiir x = 3 die Menge B aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) erfillt ist.

Esist B =

zu (c) Geben Sie fiir x = 5 die Menge C aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) erfiillt ist.

EsistC =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe der Logarithmusgesetze die Menge aller

ganzen Zahlen angegeben werden, die eine Gleichung der Form
K2 log, (z) + log, (1°%) = k log, (y") + b log, (4") (1.2.9)

unter den Bedingungen x = 1 in Aufgabenteil (a) z = z in Aufgabenteil
(b) und z = y in Aufgabenteil (c) erfiillen. Die Vorfaktoren von log, (z)
und log_ (y) lassen sich zu k? — ab bzw. —k (a + b) vereinfachen.
Vorkenntnisse Rechenregeln fiir reelle Zahlen, Potenzgesetze, Logarithmusgesetze,
Aquivalenzumformung, Angabe von Lisungsmengen
Randomisierung Das Argumente y, die Basis z und die Exponenten bzw. Vorfaktoren a

und b werden zufillig so ausgewéhlt, dass

e es fiir x = 0 genau eine ganze Zahl k, es fiir z = 2 keine ganze

Zahl k gibt und es fiir x = y genau zwei ganze Zahlen k, die die

Gleichung (1.2.8) erfiillen,

e das Argument y und die Basis z gleich 2, 3 oder 5 und verschieden

voneinander sind,

e die Exponenten bzw. Vorfaktoren a und b gleich 2, 3 oder 4 und

verschieden voneinander sind.

Die Randomisierung erfolgt dabei so, dass sich keine Summanden ohne
Anwendung mindestens eines Logarithmusgesetzes zu null aufheben.
Die Position der Summanden in Gleichung (1.2.9) ist randomisiert.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.2.4 Logarithmusgesetze (4)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Randomisierung

Anpassungen

Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Logarithmus, Logarithmusgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung

(Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
c - log, (x*) + 8 - logs (k — 5) = 8 - log, (x°) + logy ((k — 5)*) (1)

fiir positive reelle Zahlen x und fiir natiirlichen Zahlen k mit k > 6.

zu (a) Geben Sie fiir ¢ = 6 die Menge A aller natiirlichen Zahlen k mit k > 6 an, sodass die Gleichung (1) fiir alle
positiven reellen Zahlen x erfiillt ist.

Esist A =

zu (b) Geben Sie fiir ¢ = 6 die Menge B aller positiven reellen Zahlen x an, sodass die Gleichung (1) fiir alle natirlichen
Zahlen k mit k > 6 erfiillt ist.

Esist B =

zu (c) Geben Sie fiir ¢ = 8 die Menge C aller natiirlichen Zahlen k mit k > 6 an, sodass die Gleichung (1) fir alle
positiven reellen Zahlen x erfillt ist.

EsistC =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll mithilfe der Logarithmusgesetze eine Gleichung

der Form
clog, (z¥) + a log,(l) = a log, (z°) + logy(lk) (1.2.10)

mit [ = k — b+ 1 fiir positive reelle Zahlen z und fiir ganze Zahlen k
untersucht werden. Es soll die Menge aller ganzen Zahlen k& mit & > b
angegeben werden, die fiir alle positiven reellen Zahlen = die Gleichung
unter den Bedingungen ¢ = b in Aufgabenteil (a) und ¢ = a
in Aufgabenteil (c) erfiillen. In Aufgabenteil (b) soll die Menge aller
positiven reellen Zahlen angegeben werden, die fiir alle ganzen Zahlen k
mit k > b die Gleichung unter der Bedingungen ¢ = b erfiillen.
Die Vorfaktoren von log,(x) und log,(I) lassen sich zu ck — ab bzw.
—(k — a) vereinfachen.

Die Basen y und z werden zufillig und paarweise verschieden voneinan-
der aus 2, 3, 5 und 7 und die Exponenten a und b aus 4, 6, 8 und 10 mit
a > b ausgewihlt. Die Randomisierung erfolgt dabei so, dass sich keine
Summanden ohne Anwendung mindestens eines Logarithmusgesetzes
zu null aufheben. Die Position der Summanden in Gleichung
ist randomisiert.

Die Randomisierung der Basen y und z, der Exponenten a und b und der
Position der Summanden in Gleichung kann individuell gewiahlt
werden.

solve, find_root, algsys

Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

[D)er-sa |
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1.2.2.5 Logarithmusgesetze (5)

Tags Logarithmus, Logarithmusgesetze, Aquivalenzumformung, Umformung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Untersuchen Sie im Folgenden die Gleichung
—k - logy (¥*) = (8 - logy(5) — logy (5%)) - logs (x°) — logy (¥**) (1)

fur positive reelle Zahlen x und y und fiir ganze Zahlen k.

zu (a) Geben Sie die Menge A aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) fiir alle positiven reellen Zahlen x und
y erfillt ist.

Esist A =

zu (b) Geben Sie die Menge B aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) fiir alle positiven reellen Zahlen x und
y mity = x erfilltist.

Esist B =

zu (c) Geben Sie die Menge C aller ganzen Zahlen k an, sodass die Gleichung (1) fir alle positiven reellen Zahlen x und
ymity = x° erfiillt ist.

EsistC =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe der Logarithmusgesetze die Menge aller

ganzen Zahlen k bestimmt werden, die fiir alle positiven reellen Zahlen

z und y eine Gleichung der Form

log, (%) log,, (2") +log, (y°*)
= cz log, (x) log,, (2) + k log,, (¥*) (1.2.11)

ohne weitere Bedingung in Aufgabenteil (a), unter der Bedingung y = «
in Aufgabenteil (b) und unter der Bedingung y = x* in Aufgabenteil (c)
erfiillen. Die Vorfaktoren von log, (x) und log, (y) lassen sich zu z (k—c)
bzw. k (k — ¢) vereinfachen.

Randomisierung Die Basen w und z werden zufiillig und paarweise verschieden vonein-
ander aus 2, 3, 5 und 7 und der Exponent ¢ aus 4, 6 und 8 ausgewahlt.
Die Randomisierung erfolgt dabei so, dass sich keine Summanden oh-
ne Anwendung mindestens eines Logarithmusgesetzes zu null aufheben.
Die Position der Summanden in Gleichung ist randomisiert.

Anpassungen Die Randomisierung der Basen w und z, des Exponenten ¢ und der
Position der Summand in Gleichung kann individuell gew&hlt
werden.

Verbotene Worter solve, find_root, algsys

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.2.6 Potenz- und Logarithmusgesetze

Tags Logarithmus, Exponentialfunktion, Logarithmusgesetze, Potenzgesetze,

Aquivalenzumformung, Umformung

Screenshot (Stand 29.07.2024)
Betrachten Sie die Gleichung
8- (e3) +2. ¢ = 2. Py
Dabei bezeichne exp die Exponentialfunktion exp:R — R; und In:R; — R deren Inverse, die

Logarithmusfunktion.

(a) Stellen Sie die obige Gleichung durch dquivalente Umformung nach x um und geben Sie dann x in Abhangigkeit von
y an.

Esistx =

(b) Stellen Sie die obige Gleichung durch dquivalente Umformung nach y um und geben Sie dann x in Abhangigkeit von

yan.
Esisty =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe der Potenzgesetze und der Logarithmus-

gesetze die Gleichung
A -e(Ny)+ B(ecTD)E = gNytn(®) (1.2.12)

so dquivalent umgeformt werden, dass in Aufgabenteil (a) die Variable
2 in Abhéngigkeit von y und in Aufgabenteil (b) die Variable y in
Abhéngigkeit von x angegeben werden kénnen.

Randomisierung Die Parameter A, C, D, F und N werden als zuféllig ganze Zahlen mit
A, N €{2,3}, Ce{2,3,4,5,6}, De{1,2,3,4}, F € {5,7,9}
gewdhlt. Die Parameter M, B, E und G sind definiert durch
M=F-1, B=MA, E=MC, G=CD.

Die Randomisierung erfolgt so, dass sich keine Summanden ohne An-
wendung mindestens eines Potenz- und Logarithmusgesetzes zu null
aufheben. Die Darstellung der Terme auf der linken oder der rechten
Seite von Gleichung [1.2.12] und die jeweilige Reihenfolge der Summan-

den ist randomisiert.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Multiplikationszeichen : Punkt

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.3 Trigonometrie

1.2.3.1 Trigonometrie und Dreiecke (1)

Tags Dreieck, Sinus, Anwendung, Geometrie, Trigonometrie

Screenshot (Stand 27.08.2024)

Ein rechtwinkliges Dreieck A BC sei mit folgenden Informationen gegeben:

a=9cm,b =12.39cm, ¢ = 15.31 cm und @ = 44° im Punkt A.

Entscheiden Sie, ob es solch ein Dreieck A BC geben kann.

(Meine Auswahl zuriicksetzen) $
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit den Sei-

tenldngen a,b,c und dem Winkel o im Punkt A gegeben. Es soll ent-

schieden werden, ob solch ein Dreieck dann existieren kann.

Vorkenntnisse Geometrie, Trigonometrie, rechtwinkliges Dreieck
Randomisierung Die Seitenléngen a, b, ¢ und der Winkel « sind randomisiert.
Anpassungen Das Dreieck ABC kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.3.2 Trigonometrie und Dreiecke (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassungen

Sonderoption

Dreieck, Sinus, Anwendung, Geometrie, Trigonometrie

(Stand 27.08.2024)

Gegeben sei ein Dreieck A BC mit den Seitenlangen
b=1cm,c=2cm

und dem Winkel
y = 90°

im Punkt C.

Berechnen Sie den zugehorigen Winkel @ im Punkt A. Geben Sie das Ergebnis als
GradmaB an und runden Sie auf zwei Nachkommastellen.

o

Esista =

Tim Inoue (Uni-DUE)

Tim Inoue

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe ist ein Dreieck ABC mit den Seitenldngen b, ¢ und
dem rechten Winkel v im Punkt C' gegeben. Es soll der zugehorige
Winkel a im Punkt A berechnet und auf 2 Nachkommastellen gerundet
werden.

Geometrie, Trigonometrie, rechtwinkliges Dreieck

Die Seitenldngen b und ¢ sind randomisiert.

Das Dreieck ABC kann angepasst werden.

Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.3.3 Sinusgleichung

Tags Gleichung, Additionstheoreme, Sinus, Trigonometrie
Screenshot (Stand 27.08.2024)

Gegeben ist die Gleichung

sin(x + z) — sin(x) = 2.

T T
Bestimmen Sie die eindeutige Losung x € [—5, 5] Geben Sie & gegebenenfalls als

%pi ein.
Esistx =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Sinusgleichung

sin(x 4+ 7) — sin(z) = a

mit a € [—2,2] eindeutig fiir # € [~F, 5] gelost werden.

Vorkenntnisse Trigonometrie, Gleichungen 16sen

Randomisierung Der Parameter a ist als ganzzahliger Anteil von 7 randomisiert.

Anpassungen Die Gleichung kann durch weitere trigonometrische Funktionen ergénzt
werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.3.4 Satellitenempfang

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassungen

Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Geometrie, Trigonometrie

(Stand 29.07.2024)

Seien S|,...,.S, kinstliche Satelliten, die sich auf einem gemeinsamen konzentrischen &quatorialen Orbit mit
Bahnradius » = 6752.6km um den Planeten Venus befinden. Entnehmen Sie die zur weiteren Untersuchung
erforderlichen GroBen der folgenden Tabelle.

Name Masse [kg] siderischer Tag [h] Aquatordurchmesser [km]
Merkur  3.301 - 103 1407.5 4879.4
Venus 4.8675 - 10%* 5832.5 12103.6
Erde 5.9722 - 10%* 23.93 12756.3
Mars  6.417 - 10% 24.6 6792.4

Die folgende Abbildung zeigt modellhaft n = 3 Satelliten S}, S> und S3 (Punkte ) auf ihrem gemeinsamen
konzentrischen aquatorialen Orbit um den Planeten Erde (blaue Kugel) im Bezugssystem eines Beobachters auf der
Erdoberflache.

Reset Animation Reset Camera

Bestimmen Sie mithilfe von Methoden der ebenen Geometrie die minimale Anzahl n an Satelliten, sodass an jedem
Punkt des Aquators mindestens ein Satellit am Himmel steht.

Esistn =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll mithilfe von Methoden der ebenen Geometrie die
minimale Anzahl an Satelliten auf einem gemeinsamen konzentrischen,
dquatorialen Orbit um einen Planten bestimmt werden, sodass an jedem
Punkt des Aquators des Planeten mindestens ein Satellit am Himmel
steht.

Geometrie, Trigonometrie, rechtwinkliges Dreieck, obere Gaulklammer
Der Planet und sein Durchmesser werden zufillig aus einer Liste von
vier Planeten (Merkur, Venus, Erde, Mars) ausgewihlt. Der Bahnradius
wird zufillig ausgewihlt, sodass die minimal Anzahl der Satelliten eine
Zahl zwischen 3 und 10 ist.

Die unter Randomisierung angegebene Liste kann um weitere Planeten
und ihre beschreibenden Grofien ergéinzt werden.

solve, find_root, algsys

Feedback unterdriicken: ja

[@)ovsa |
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1.2.3.5 Tetraeder

Tags Geometrie, Trigonometrie, Tetraeder

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Durch die Punkte H;, H,, H3 und H4 sei ein regelméBiges Tetraeder mit Kantenlange a und Mittelpunkt C' gegeben.
Bestimmen Sie mithilfe der (ebenen) Geometrie den Tetraederwinkel ¢, der gegeben ist als der Innenwinkel am Punkt C
in dem durch H,, H, und C bestimmten Dreieck. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

Die folgende Abbildung zeigt das oben beschriebene Tetraeder mit den in den weiteren Aufgabenteilen definierten
Hilfslinien und -punkten.

el=010m Hs zoom = 100%

0]

(a) Der Schnittpunkt der Geraden durch Hy und C mit der durch die Punkte Hy, H, und Hj verlaufenden Ebene
werde mit M bezeichnet. Sei / die Lange des von H| nach M verlaufenden Geradensegments. Bestimmen Sie % in
Abhéngigkeit von a.

Esist/? =

(b) Sei d die Lange des von C nach H, verlaufenden Geradensegments und sei h die Lange des von M nach C
verlaufenden Geradensegments. Das von M nach H, verlaufende Geradensegment hat die Lange H :=d + h.
Bestimmen Sie H? in Abhangigkeit von a.

Esist H =

(c) Bestimmen Sie d in Abhangigkeit von a.

Esistd? =

(d) Bestimmen Sie cos(¢) in Abhangigkeit von a.

Esist cos(@) =

(e) Berechnen Sie @ Sie und geben Sie ¢ in GradmaB bis auf 6 Nachkommastellen genau an.

Esistp = 2,
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Eva Glasmachers
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe von Methoden der ebenen Geometrie

in mehreren Schritten der Winkel zwischen den Verbindungslinien der
Ecken zum Mittelpunkt eines Tetraeders (verzerrter Winkel) bestimmt
und in Gradmaf} angegeben werden.

Vorkenntnisse Geometrie, Trigonometrie, rechtwinkliges Dreieck

Randomisierung Die Anzahl der Nachkommastellen bei der Angabe des verzerrten Win-

kels im Tetraeder wird zuféllig zwischen 4, 5 und 6 ausgewahlt.

Anpassungen keine
Verbotene Worter solve, find_root, algsys
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.4 Partialbruchzerlegung

1.2.4.1 Partialbruchzerlegung (1)

Tags Partialbruchzerlegung, PBZ.
Screenshot (Stand 31.08.2024)
Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion
R:R>R, z+— =5
2 —

(a) Zerlegen Sie R(z) in Partialbriiche. Geben Sie den Ansatz an und driicken Sie
die unbekannten Koeffizienten durch GroBbuchstaben A, B, C, ... aus:

R(z) =|

(b) Berechnen Sie nun alle unbekannten Parameter. Geben Sie diese in Form
einer Liste an, d.h. [2=1,B=2,C=3, ... ]. Verwenden Sie keine Dezimalzahlen.

Die Liste Iautet|

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Eine echt gebrochenrationale Funktion R(x) ist gegeben. Der Grad des

Nennerpolynoms ist 2. In Aufgabenteil (a) wird der Ansatz mit unbe-
kannten Koeffizienten (beliebige Buchstaben) fiir die Partialbruchzerle-
gung angegeben. In Aufgabenteil (b) werden die unbekannten Koeffizi-
enten berechnet und in Form einer Liste angegeben.

Verbotene Worter partfrac.

Vorkenntnisse Polynome und deren Nullstellen.

Randomisierung Der Zidhler und beide Nullstellen (voneinander abhiingig) werden
zufillig und als ganzzahlig gewahlt.

Anpassung Beide Nullstellen kénnen unabhéingig voneinander festgelegt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.4.2 Partialbruchzerlegung (2)

Tags Partialbruchzerlegung, PBZ.
Screenshot (Stand 31.08.2024)
Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion
2 +x+4

R:RoR o —2 272
B4z z+1

(a) Zerlegen Sie R(z) in reelle Partialbriiche. Geben Sie den Ansatz an und

driicken Sie die unbekannten Koeffizienten durch GroBbuchstaben
A, B, C,...aus:

R(z) =|

(b) Berechnen Sie nun alle unbekannten Parameter. Geben Sie diese in Form
einer Liste an, d.h. [A=1,B=2,C=3, . ..]. Verwenden Sie keine Dezimalzahlen.

Die Liste Iautet|

Autor Michael Kubocz/ (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Eine echt gebrochenrationale Funktion R(x) ist gegeben. Der Grad des

Zahlerpolynoms ist 2 und der des Nennerpolynoms 3. In Aufgabenteil
(a) wird der Ansatz mit unbekannten Koeffizienten (beliebige Buch-
staben) fiir die Partialbruchzerlegung (Linearfaktor, im Reellen nicht-
zerlegbarer quadr. Term) angegeben. In Aufgabenteil (b) werden die

unbekannten Koeflizienten berechnet und in Form einer Liste angege-

ben.

Verbotene Worter partfrac.

Vorkenntnisse Polynome und deren Nullstellen, lineare Gleichungssysteme 16sen.

Randomisierung Monom von Grad 0 des Zahlerpolynoms wird zuféllig und als ganzzahlig
gewahlt.

Anpassung Die Nullstelle des Linearfaktors und der quadr. Term kénnen angepasst
werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.4.3 Partialbruchzerlegung (3)

Tags Partialbruchzerlegung, PBZ.
Screenshot (Stand 31.08.2024)
Gegeben ist die gebrochenrationale Funktion

2

R:R—->R, z— .
zt + 423 +8x2 416z + 16

(a) Zerlegen Sie R(x) in reelle Partialbriche. Geben Sie den Ansatz an und
driicken Sie die unbekannten Koeffizienten durch GroBbuchstaben

A, B, C, ... aus
R(z) =

(b) Berechnen Sie nun alle unbekannten Parameter. Geben Sie diese in Form
einer Liste an, d.h. [A=1,B=2,¢=3,...]. Verwenden Sie keine Dezimalzahlen.

Die Liste lautet ‘

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Eine echt gebrochenrationale Funktion R(x) ist gegeben. Der Grad des

Nennerpolynoms ist 4. In Aufgabenteil (a) wird der Ansatz mit unbe-
kannten Koeffizienten (beliebige Buchstaben) fiir die Partialbruchzer-
legung (quadr. Linearfaktor, im Reellen nichtzerlegbarer quadr. Term)
angegeben. In Aufgabenteil (b) werden die unbekannten Koeffizienten

berechnet und in Form einer Liste angegeben.

Verbotene Worter partfrac.
Vorkenntnisse Polynome und deren Nullstellen, lineare Gleichungssysteme l6sen.
Randomisierung Der Zghler, die Nullstelle des Linearfaktors und das Monom von Grad

0 des quadr. Terms werden zufillig und als ganzzahlig gew&hlt.
Anpassung Keine.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.3 Zahlenrdume

Dieser Themenbereich umfasst Aufgaben zu Zahlenrdumen und Darstellungsformen. Aufgaben zu

komplexen Zahlen umfassen die Darstellung komplexer Zahlen und die Losung von komplexen Glei-

chungen. Zusétzlich wird die Bedeutung der Zahlendarstellung in der Informatik thematisiert, ein-

schliellich der Operationen auf Bindrzahlen und der Umrechnung zwischen verschiedenen Zahlensys-

temen.
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1.3.1 Komplexe Zahlen

1.3.1.1 Real- und Imaginirteil (1)

Tags Komplexe Zahlen, Real- und Imaginé&rteil.
Screenshot (Stand 05.09.2024)
Berechnen Sie zu den Zahlen
. —6i—4 .
z =3i+5, 29 = 5 23 =9i+ 2,

den Real- und Imaginarteil folgender Ausdriicke. Dabei bezeichne z* die zu z
komplex konjugierte Zahl. Verwenden Sie keine Dezimalzahldarstellung fiir
Briiche.

@za=2"°-3z"+2z,
() Re (24) = | |
(i) Im (zA) = ‘ ’

21 %3
422 — 23 ’

(i) Re (ZB) = ‘ L
(i) Im (ZB) = ‘ ’

(b) zp =

()
222 +221 +1’
() Re (zc) =| :

(i) Im (zc) = ‘ ’

(0 z¢ =

Autor Michael Kubocz (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Drei komplexe Zahlen z1, zo und z3 sind in kartesischer Darstellung
gegeben. In Aufgabenteilen (a), (b) und (c) werden die Real- und Ima-

ginérteile von Kombinationen dieser Zahlen berechnet und angegeben.

Verbotene Worter realpart, imagpart, conjugate.

Vorkenntnisse Real- und Imaginérteil.

Randomisierung Die kartesischen Koordinaten (z,y) werden zufillig und als ganzzahlig
gewahlt.

Anpassung Die kartesischen Koordinaten (x,y) kénnen als reelle Zahlen beliebig

gewihlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.3.1.2 Real- und Imaginirteil (2)

Tags Komplexe Zahlen, Real- und Imaginérteil, Eulerdarstellung, hyperboli-
sche Funktionen, Trigonometrie, Additionstheoreme.

Screenshot (Stand 05.09.2024)

Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen:
—3xwi

(=)
exp(*5)

Driicken Sie in Aufgabe (b) und (c) die Lésung mit Hilfe trigonometrischer und

z = , 2z = cos(exp(—21i)), =z3=tan(31i).

hyperbolischer Funktionen aus:

1 1
sinh(z) = 5(6z —e™®), cosh(z) = E(ez +e™ ),

Verwenden Sie sqrt(x) flr ‘/E, cos(x) flir den Cosinus, sin(x) flr den Sinus, cosh(x)
fr den Cosinus hyperbolicus, sinh(x) fur den Sinus hyperbolicus und tanh(x) fir den
Tangens hyperbolicus im Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie Briiche nicht in
Dezimalform an.

(a) Es ist

(i) Re(z) = |

(i) Im (2 ) :‘ |

(b) Es ist
(i) Re(za) :|

(i) Im(25) :‘ |

(c) Es ist

(i) Re(z3) = |

(i) Im(23) :‘ |

Autor Michael Kubocz (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Drei komplexe Zahlen z1, 25 und z3 sind gegeben. In Aufgabenteilen (a),
(b) und (c) werden die Real- und Imaginérteile dieser Zahlen berechnet
und angegeben. In Aufgabenteilen (b) und (c) sollen die Ergebnisse

mit Hilfe trigonometrischer und hyperbolischer Funktionen ausgedriickt

werden.
Verbotene Worter realpart, imagpart.
Vorkenntnisse Real- und Imaginérteil, Eulerdarstellung, Additionstheoreme, hyperbo-

lische Funktionen.

Randomisierung Parameter in den Argumenten der verwendeten Funktionen werden
zuféllig und als ganzzahlig gewahlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.3.1.3 Real- und Imaginirteil (2) (ohne Hilfe)

Tags Komplexe Zahlen, Real- und Imaginérteil, Eulerdarstellung, hyperboli-
sche Funktionen, Trigonometrie, Additionstheoreme.
Screenshot (Stand 05.09.2024)
Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil der folgenden komplexen Zahlen:
3wi
exp
21 = (%41)’ z3 = cos(exp(2i)), 23 = tan(—41).
exp(%)

Driicken Sie in Aufgabe (b) und (¢) die Lésung mit Hilfe trigonometrischer
Funktionen und hyperbolischer Funktionen aus.

Verwenden Sie sqrt(x) fir ﬁ cos(x) fur den Cosinus, sin(x) far den Sinus,
cosh(x) fur den Cosinus hyperbolicus, sinh(x) fur den Sinus hyperbolicus und
tanh(x) fur den Tangens hyperbolicus im Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie
Briiche nicht in Dezimalform an.

(@) Es ist
(i) Re(z) :‘ l
(i) Im (1) :‘ ’

(b) Es ist
(i) Re(z2) :‘ l
(i) Im(z3) :‘ ’

(c) Es ist
(i) Re(z3) :‘ l

(i) Im(z3) = ‘ ’

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Drei komplexe Zahlen z71, zo und z3 sind gegeben. In Aufgabenteilen (a),
(b) und (c) werden die Real- und Imaginérteile dieser Zahlen berechnet
und angegeben. In Aufgabenteilen (b) und (c) sollen die Ergebnisse

mit Hilfe trigonometrischer und hyperbolischer Funktionen ausgedriickt

werden.
Verbotene Worter realpart, imagpart.
Vorkenntnisse Real- und Imaginérteil, Eulerdarstellung, Additionstheoreme, hyperbo-

lische Funktionen.

Randomisierung Parameter in den Argumenten der verwendeten Funktionen werden
zufiillig und als ganzzahlig gewahlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.3.1.4 Komplexe Gleichung l6sen

Tags Komplexe Zahlen, Gleichung l6sen.

Screenshot (Stand 05.09.2024)
Welche Zahl z € C erfillt die folgende Gleichung
z—1+3iz" —4i=07

Dabei bezeichne z* die zu z komplex konjugierte Zahl. Geben Sie die Lésung in
der kartesischen Darstellung an. Verwenden Sie %i fur die imaginére Einheit i
und keine Dezimalzahldarstellung fir Briiche.

Esistz = ‘
Autor Michael Kubocz (RWTH)
Idee Michael Kubocz
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Ziel ist es eine komplexe Zahl in kartesischer Darstellung zu finden,

welche die gegebene Gleichung 16st.

Verbotene Worter solve, expand, rectform.

Vorkenntnisse Real- und Imaginérteil, lineare Gleichungssysteme.

Randomisierung Drei Gleichungsparameter werden zufillig und als ganzzahlig gewé&hlt.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.3.1.5 Eulerdarstellung

Tags Komplexe Zahlen, Eulerdarstellung.
Screenshot (Stand 05.09.2024)

Transformieren Sie die Zahlen z;, z2 € C in die Euler-Darstelllung. Geben Sie
hierbei die komplexe Phase ¢ im Intervall [0, 27| an.

Verwenden Sie sqrt(x) fir 4/, atan(x) fir den Arkustangens und %pi fur die
Kreiszahl 7 im Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie Briiche nicht in
Dezimalform an.

@a-—=  |owfil 1}

1 .
Om=——m=  |en{i 1}-

Autor Michael Kubocz/ (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Zwei komplexe Zahlen z; und 25 sind in kartesischer Darstellung gege-

ben. In Aufgabenteilen (a) und (b) werden die Betriige und die Phasen

beider Zahlen berechnet und angegeben.

Verbotene Worter simplify, factor, expand, solve, polarform, rectform.

Vorkenntnisse Polarkoordinaten.

Randomisierung Die kartesischen Koordinaten (z,y) werden zufillig und als ganzzahlig
gewdhlt.

Anpassung Die kartesischen Koordinaten (z,y) konnen als reelle Zahlen beliebig

gewahlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.3.1.6 Eulerdarstellung (reduziert)

Tags Komplexe Zahlen, Eulerdarstellung.
Screenshot (Stand 05.09.2024)

Transformieren Sie die Zahlen z;, 22 € C in die Euler-Darstelllung. Geben Sie
hierbei die komplexe Phase ¢ im Intervall [0, 27| an.

Verwenden Sie sqrt(x) flr \/E %e fur die Eulerzahl e, %i flr die imganinare
Einheit i, atan(x) fir den Arkustangens und %pi fir die Kreiszahl 7 im
Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie Briiche nicht in Dezimalform an.

@z = ! = ‘ |
5i+2
= —— | |
—/3i-2
Autor Michael Kubocz/ (RWTH)
Idee Michael Kubocz
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Zwei komplexe Zahlen z; und 25 sind in kartesischer Darstellung ge-

geben. In Aufgabenteilen (a) und (b) wird die Eulerdarstellung beider

Zahlen berechnet und angegeben.

Verbotene Worter simplify, factor, expand, solve, polarform, rectform.

Vorkenntnisse Polarkoordinaten.

Randomisierung Die kartesischen Koordinaten (z,y) werden zufillig und als ganzzahlig
gewédhlt.

Anpassung Die kartesischen Koordinaten (z,y) konnen als reelle Zahlen beliebig

gewahlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.3.1.7 Potenzen der Imaginiren Einheit

Tags Komplexe Zahlen, Potenz.
Screenshot (Stand 05.09.2024)

Berechnen Sie:
z=1i" =

Verwenden Sie %i flr die imaginéare Einheit i.

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Ziel ist es eine hohe Potenz der imagindren Einheit i zu vereinfachen.
Verbotene Worter B

Vorkenntnisse Real- und Imaginérteil.

Randomisierung Exponent wird zuféllig und als ganzzahlig gewéhlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.3.2 Zahlendarstellung in der Informatik

1.3.2.1 Invertieren von Binirzahlen

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

zahlendarstellung, binaerzahlen

(Stand 27.08.2024)

Invertieren Sie die Bindrzahl s = 01000111 und geben Sie die Inverse svon s als
Liste an.

EsistS = []

Hakim Giinther (WH)

Hakim Giinther

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll eine gegebene 8-Bit Binérzahl invertiert werden.
Grundlagen der Binédrzahlen, Konzept der Invertierung in der
Bindrdarstellung

Die zu invertierende 8-Bit Bindrzahl wird zuféllig generiert.

keine

Feedback unterdriicken: nein
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1.3.2.2 Konvertieren von Bindrzahlen zu Dezimalzahlen

Tags zahlendarstellung, binaerzahlen

Screenshot (Stand 27.08.2024)

Konvertieren Sie die Bindrzahl s = 10001011 in eine Dezimalzahl 5. Gehen Sie
davon aus, dass es sich um eine vorzeichenlose ganze Zahl handelt.

Esist§ =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll eine gegebene 8-Bit Binéirzahl in eine Dezimalzahl

konvertiert werden.

Vorkenntnisse Grundlagen der Binédrzahlen, Konvertierung von Binér zu Dezimal
Randomisierung Die zu konvertierende 8-Bit Binérzahl wird zufillig generiert.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.3.2.3 Addieren von zwei Binirzahlen

Tags zahlendarstellung, binaerzahlen

Screenshot (Stand 27.08.2024)

Addieren Sie die Binarzahl by = 0100 und b, = 0100. Gehen Sie davon aus,
dass es sich um eine vorzeichenlose ganze Zahl handelt. Geben Sie das Ergebnis
als Dezimalzahl an.

by + b, =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen zwei gegebene 4-Bit Binérzahlen addiert und

das Ergebnis als Dezimalzahl angegeben werden.
Vorkenntnisse Grundlagen der Bindrzahlen, Addition von Bindrzahlen, Konvertierung

von Binir zu Dezimal

Randomisierung Die beiden zu addierenden 4-Bit Binérzahlen werden zufillig generiert.
Anpassung keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2 Grundlagen der Linearen Algebra

2.1 Rechnen mit Vektoren

Dieser Themenbereich umfasst Aufgaben zu grundlegenden Eigenschaften und Darstellungsformen von
Vektoren und zu elementaren Vektoroperationen. Weiterhin behandeln die Aufgaben Anwendungen
aus der Physik, wie die Darstellung von Bewegungsrichtungen bei Stoprozessen und die Darstellung

von Kréiften in Halteseilen.
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2.1.1 Linearkombination und Basisdarstellung

2.1.1.1 Elementare Vektoroperationen (1)

Tags Koordinatenvektor, Vektorrechnung, Norm, Betrag

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Sei B = (¢|,¢5¢3) die kanonische Standardbasis von R3. Seien i, 0 € R® zwei Vektoren, deren
Linearkombinationen beziiglich der Basisvektoren von B gegeben sind als

5¢ = -
= —73 +3e;+2e),

U=¢;+3e,.

=l

» Linearkombinationen und Koordinatenvektoren

(a) Geben Sie die Vektoren i und U als Koordinatenvektoren bezliglich der Basis B an.

(i) Esistu =

(i) Esist v =

(b) Geben Sie den Vektor & — 20 als Koordinatenvektoren beziiglich der Basis B an.

Esistid — 20 =

(c) Bestimmen Sie die euklidische Norm |3E + 317| des Vektors 3i + 30 und geben Sie diese exakt an. Geben Sie dazu
gegebenenfalls die Wurzel /X einer reellen Zahl x als sqrt (x) ein.

Esist |3u + 30| =

Autor Emma van der Smagt| (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Zwei Vektoren @ und v sind als Linearkombination der kanonischen

Standardbasis B von R3 gegeben. In Aufgabenteil (a) sollen die Koor-
dinatenvektoren von @ und ¥ beziiglich B berechnet werden. In Auf-
gabenteil (b) soll der Koordinatenvektor einer Linearkombination von
@ und U berechnet werden. In Aufgabenteil (c) soll der Betrag einer

Linearkombination von @ und ¥ berechnet werden.

Vorkenntnisse Koordinatenvektoren, Addition / Subtraktion von Vektoren, Betrag von
Vektoren
Randomisierung Die Komponenten der Vektoren «# und ¢ werden zufillig als ganze Zah-

len gew#hlt, sodass die Komponenten des Koordinatenvektors in Auf-
gabenteil (¢) und dessen Betrag ein Pythagoreisches Quadrupel bilden.
Anpassung Die Komponenten der Vektoren @ und ¢ kénnen als reelle Zahlen belie-
big gewéhlt werden.
Sonderoption Abziige: 0
Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.1.2 Vektoren als Verschiebung

Tags Vektoren, Translation, Verschiebung

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Jeder Vektor 0 in R? definiert eine Verschiebung (Translation)
T; RS> R*Pr Q

die jeden Punkt P auf den eindeutigen Punkt Q mit

- —_—

v = PO
abbildet. Der Vektor o lasst sich als Pfeil darstellen, der in einem beliebigen Punkt P beginnt und mit der Pfeilspitze im
zugehdrigen Punkt Q = T;(P) endet.

Die folgende Abbildung stellt voneinander verschiedene Vektoren jeweils durch mehrere Pfeile im oben beschriebenen
Sinne dar. Sie kénnen die Pfeile zur bessern Ubersicht durch Klicken und Halten verschieben.

/

\
\
R

VRN VY

(a) Geben Sie die Anzahl a der Pfeile an, die den Vektor (—2, —1) darstellen.

Esista =

(b) Geben Sie die Anzahl b der Pfeile an, die die Verschiebung darstellen, die (—1, 1) auf (1, 2) abbildet.

Esisth =

(c) Geben Sie die Anzahl ¢ der Vektoren an, die die Verschiebung definieren, die (0, 0) auf (1, 2) abbildet.

Esistc =

(d) Geben Sie die Anzahl d der in der Abbildung dargestellten und voneinander verschiedenen Vektoren an.

Esistd =
Autoren Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe werden Vektoren in R? mit der durch sie eindeutig be-

stimmten Translation R? — R? identifiziert und durch Vektorpfeile mit
beliebigen FuBlpunkten dargestellt. Eine Abbildung zeigt verschiedene
Pfeile. In Aufgabenteil (a) soll die Anzahl aller Pfeile angegeben wer-
den, die einen gegebenen Vektor reprisentieren. In Aufgabenteil (b) soll
die Anzahl aller Pfeile angegeben werden, die eine gegebene Translation
reprisentieren. In Aufgabenteil (c) soll die Anzahl aller Vektoren ange-
geben werden, die eine gegebene Translation definieren. In Aufgabenteil
(d) soll die Anzahl aller durch Pfeile in der Abbildung représentierter

und voneinander unterschiedlicher Vektoren angegeben werden.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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Vorkenntnisse Unterscheidung und Umgang verschiedener Darstellungsformen von
Vektoren, Kenntnis von Verschiebungen oder Translationen

Randomisierung Die Pfeile in der Abbildung und die in den Aufgabenteilen angegebenen
Vektoren und Translationen werden zufillig gew#hlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.1.3 Bergsteigerin (1/2)

Tags Vektorrechnung, Kriftegleichgewicht, Pythagoras, Trigonometrie
Screenshot (Stand 29.07.2024)

An einem Steilhang hangt eine Bergsteigerin der Masse m im Seil der Lange L (Seil 1). Die Bergsteigerin wird mit einem
weiteren Seil (Seil 2) von einem dem Steilhang im Abstand a gegeniiber liegenden Plateau gehalten. Seil 1 ist am
Steilhang genau in Hohe des Plateaus befestigt.

Berechnen Sie die Kraft F5(x), mit welcher eine Person auf dem Plateau die Bergsteigerin im Punkt (x, z) halten muss,
wobei die KérpergroBe der Person auf dem Plateau vernachlassigt wird. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

Die folgende Abbildung stellt die in den Seilen 1 und 2 hangende Bergsteigerin dar. Fiir diese Aufgabe soll angenommen
werden, dass sich der FuB des Steilhangs am Punkt (0, 0) und der Befestigungspunkt von Seil 1 am Punkt (0, L) in der
(x, z)-Ebene eines zweidimensionalen Koordinatensystems befindet. Der Befestigungspunkt von Seil 2 am Plateau
befindet sich dann am Punkt (a, L).

L) (aL)
Plateau

eil 1 Seil

Steilhang A

-0 + ¢« L 1T >

(a) Leiten Sie eine Beziehung zwischen der Lange L von Seil 1 und der Position der Bergsteigerin her. Geben Sie dazu
L%in Abhangigkeit der Komponenten x und z an.

Esist L> =

(b) Leiten Sie eine Beziehung zwischen der Lange L von Seil 1 und der Position der Bergsteigerin her. Geben Sie dazu
L%in Abhangigkeit der Komponenten x und z an.

Esist L2 =
(b) Die Bergsteigerin befindet sich im Kraftegleichgewicht. Die Gleichung, die das Kraftegleichgewicht beschreibt ist
Fi + F, + |Fg| = 0.

Vervollstandigen Sie die folgenden Gleichungen so, dass diese das Kraftegleichgewicht in der x- und der z-Richtung
beschreiben. Wahlen Sie dazu die geeigneten Vorzeichen aus. Leere Eingaben werden als falsch bewertet.

Es gilt
inx-Richtung (I) | ¢ |Fial ¢ |Fo| ¢ ‘ngl -0,
in z-Richtung (1) s |F, B ‘Fz'z s ‘ngl = 0.

(c) Berechnen Sie die x- und z-Komponenten der Krafte ﬁl und fz in Abhangigkeit der x -Komponente der Position
(x, z), der Seillinge L, dem Abstand a von Hang und Plateau, sowie den Betrdgen |f|| und |F2|, Setzen Sie zur

Vereinfachung fiir die Betrdge |f1| = F, und |ﬁ2\ = F, und geben Sie diese als F_1 und F_2 ein.
(i) Die x-Komponente von ﬁl ist F (x) =
(ii) Die x -Komponente von Fz ist F o(x) =
(iii) Die z-Komponente von ﬁl ist Fi . (x) =

(iv) Die z-Komponente von I~:2 ist I . (x) =

(d) Bestimmen Sie aus den Gleichungen (I) und (I1) aus Aufgabenteil (a) die Kraft F>(x), mit der die Bergsteigerin
vom Plateau aus im Punkt (x, z) gehalten werden muss. Die Kraft F5(x) hangt von der x-Komponente der Position
(x, z), der Seillange L, dem Abstand a von Hang und Plateau und der Gewichtskraft Fg; ab.

Esist F(x) =

Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

An einem Steilhang hingt eine Bergsteigerin der Masse m im Seil der
Linge L (Seil 1). Die Bergsteigerin wird mit einem weiteren Seil (Seil
2) von einem dem Steilhang im Abstand a gegeniiber liegenden Plateau
gehalten. Seil 1 ist am Steilhang genau in Hohe des Plateaus befestigt.
In dieser Aufgabe sollen die Kriifte Fy(z) und Fy(z) berechnet werden,
die entlang von Seil 1 beziehungsweise Seil 2 auf die Bergsteigerin an
Punkt (z,2) wirken. In Aufgabenteil (a) soll dazu L? in Abhiingigkeit
von (z, z) bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll das Gleichgewicht
der Krifte Fy(z), Fy(z) und der auf die Bergsteigerin wirkenden Ge-
wichtskraft F¢ in z- und z-Richtung durch Angabe der Vorzeichen der
einzelnen Summanden angegeben werden. In Aufgabenteil (c¢) sollen die
z- und y-Komponenten der Kréfte Fiund F, in Abhéngigkeit von (z, z)
und den Betriigen |F;| und |F5| bestimmt werden. In Aufgabenteil (d)
soll mithilfe der Aufgabenteil (b) und (c) schlieflich die Kraft F, in
Abhéingigkeit von (z,), L, a und |Fg| bestimmt werden.
Kriftegleichgewicht mit Vektorrechnung, Satz von Pythagoras, Betrag
eines Vektors

keine

keine

Abziige : 0

Feedback unterdriicken : ja
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2.1.2 Lineare (Un-)Abhéingigkeit

2.1.2.1 Lineare Abhingigkeit (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Lineare Abhéngigkeit, Vektorrechnung, Gleichungssystem,

Determinante

(Stand 29.07.2024)

Seien a, b € R Parameter und seien

[ (2)-[a

Vektoren im R3.

Wihlen Sie Parameter @ und b so aus, dass die Vektoren i, 0 und 1 linear abhangig sind.
Esist
a=

b=

Emma van der Smagt| (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe sind drei Vektoren #, ¥ und 1 in R? gegeben. Die
Vektoren ¢ und ¢ sind von unbestimmten Parametern ¢ und b abhéngig.
Es sollen exemplarisch Werte fiir ¢ und b angegeben werden, sodass die
Vektoren «, ¥ und  linear abh#ingig sind.

Lineare Abhéngigkeit von Vektoren, Lineare Gleichungssysteme, Deter-
minante

Die bestimmten Komponenten der Vektoren u, v und «w werden als
ganze Zahlen zwischen —5 und 5 gewahlt.

Die Komponenten der Vektoren #, ¢ und w kénnen als ganze Zahlen
beliebig gewéhlt werden.

Feedback unterdriicken: ja
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2.1.2.2 Lineare Abhingigkeit (2)

Tags Lineare Abhéngigkeit, Linearkombination

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Seien X, U, V, Y vier paarweise verschiedene Punkte in [R3, die entlang einer Geraden in gegebener Reihenfolge
angeordnet sind. Die Punkt U und V unterteilen die Strecke zwischen den Punkten X und Y in drei Teilstrecken
gleicher Lange. Seien X und jl' die Ortsvektoren der Punkt X und Y und seien & und 0 die Ortsvektoren der Punkte U

und V' mit
5 -1
u=|-4| o=|0
2 -2

(a) Bestimmen Sie die Ortsvektoren X und y als Linearkombinationen der Ortsvektoren # und . Geben Sie dazu die
Koeffizienten an.

(i) Esist X = U+

<y

(ii) Es isty = U+

<

(b) Bestimmen Sie die Ortsvektoren X und y der Punkte X und Y.

(i) EsistX =
(ii) Es ist y =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Entlang einer Geraden sind die vier paarweise verschiedenen Punkt X,

U, V und Y in dieser Reihenfolge dquidistant angeordnet. Die Orts-
vektoren der Punkt U und V sind explizit angegeben. In Aufgabenteil
(a) sollen Koeffizienten angegeben werden, sodass sich die Ortsvektoren
von X und Y als Linearkominationen der Ortsvektoren von U und V
darstellen lassen. In Aufgabenteil (b) sollen die Koordinaten der Orts-

vektoren von X und Y berechnet werden.

Randomisierung Die Komponenten der Vektoren # und v werden als ganze Zahlen zwi-
schen —5 und 5.
Anpassung Die Komponenten der Vektoren #, ¢ und w koénnen als ganze Zahlen

beliebig gewéhlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.2.3 Lineare Unbhingigkeit

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Lineare Abhéngigkeit, Vektorrechnung, Gleichungssystem,

Determinante

(Stand 29.07.2024)

Seien a, b € R Parameter und seien

R

Vektoren im R3.

Wihlen Sie Parameter a und b so aus, dass die Vektoren E, U und @0 linear unabhangig sind.

Esist
a=

b=

Emma van der Smagt| (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe sind drei Vektoren i, ¥ und  in R® gegeben. Die
Vektoren 4 und v sind von unbestimmten Parametern a und b abhéngig.
Es sollen exemplarisch Werte fiir ¢ und b angegeben werden, sodass die
Vektoren u, ¢ und @ linear unabhéngig sind.

Lineare Unabhéngigkeit von Vektoren, Lineare Gleichungssysteme, De-
terminante

Die bestimmten Komponenten der Vektoren u, v und w werden als
ganze Zahlen zwischen —5 und 5 gew#hlt, sodass mindestens ein Paar
von Parametern a und b existieren, sodass 4, ¥ und w linear unabhéngig
sind.

Die Komponenten der Vektoren #, ¥ und w konnen unter der Bedin-
gung, dass i, ¥ und w linear unabhéngig sind, beliebig gewihlt werden.

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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2.1.3 Linge und Abstand

2.1.3.1 Gleichschenkliges Dreieck

Tags gleichschenkliges Dreieck, Vektorrechnung, Vektorbetrag
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Gegeben ist das Dreieck AA BC mit den Eckpunkten A(4,2), B(0,—4) und C(—4,2). Zeigen Sie, dass das Dreieck
gleichschenklig ist. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

(a) Berechnen Sie die Langen E, AC und BC der Seiten von AABC und geben Sie diese exakt an. Geben Sie
gegebenenfalls die Wurzel /X einer Zahl x als sqrt(x) ein.

(i)Esist AB =

(ii) Es ist AC

(i) Es ist BC =

(b) Begriinden Sie mithilfe der von lhnen in Aufgabenteil (a) berechneten Langen der Strecken, dass das Dreieck
A ABC gleichschenklig ist. Wahlen Sie dazu eine geeignete Begriindung aus den folgenden Aussagen aus.

Alle drei Seiten sind gleich lang.
Zwei Seiten sind gleich lang und die dritte Seite ist kirzer.
Mindestens zwei Seiten sind gleich lang.

Zwei Seiten sind gleich lang und die dritte Seite ist langer.

Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Jorg Harterich
Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Es sind drei Punkte A, B und C in R? gegeben. In dieser Aufgabe wird

gezeigt oder widerlegt, dass das durch die Punkt A, B und C definierte
Dreieck gleichschenkelig ist. In Aufgabenteil (a) werden dazu die Lingen
der Seiten des Dreiecks berechnet und angegeben. In Aufgabenteil (b)
wird eine vorformulierte Begriindung als Antwort ausgewahlt.

Vorkenntnisse Richtungsvektor, Betrag eines Vektors

Randomisierung Die Komponenten der Ortsvektoren der Punkte A, B und C werden
zuféllig als ganze Zahlen zwischen —5 und 5 ausgewihlt, sodass die
Punkte A, B und C ein Dreieck definieren.

Anpassung Die Komponenten der Ortvektoren der Punkte A, B und C koénnen als
ganze Zahlen beliebig gewéhlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.3.2 Skiabfahrt

Tags Betrag, Vektorrechnung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Die Kandahar-Abfahrt in Garmisch gilt als eine der anspruchsvollsten Rennstrecken im alpinen Ski-Weltcup. Die Abfahrt
eine Gesamtlange von 3300 m, startet bei einer Héhe von 1690 m und geht bei einer Héhe von 770 m ins Ziel. Die

Abfahrt wird im Folgenden durch die Strecken AB, BC, CD und DE zwischen den Punkten A, B, C, D und E mit
A = (700, 1690),
B = (200, 1550),
C = (1600, 1170),
D = (900, 900)
E = (x.,770)

im Profil modelliert.

Die folgende Abbildung zeigt das gewahlte Modell der Abfahrt.

A(700,1690)

1600 B(200;1550)
1400

1200 C(1600,1170)

1000

7900)
800 'w\‘ E(xe770)

600

200

500 1000 0 sog VT 7

(a) Bestimmen Sie die Lange L der Abfahrt von A tber B und C nach D und geben Sie L bis auf eine Dezimalstelle
genau an.

Esist L =

(b) Bestimmen Sie die x-Koordinate x, vom Zielpunkt E, wobei X, als groBer als die x-Koordinate D, von Punkt D
angenommen wird. Geben Sie x, bis auf eine Dezimalstelle genau an.

Esistx, =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist eine Skiabfahrt im Profil durch die aufeinan-

der folgenden Wegstrecken zwischen Punkten A, B, C, D und FE
néherungsweise modelliert. Gegeben sind die z- und y-Koordinaten der
Wegpunkte A, B, C und D, die Gesamtlinge der Strecke, sowie die
y-Koordinate von Punktes E. In Aufgabenteil (a) soll die Linge des
Teilstrecke der Abfahrt zwischen den Punkten A, B, C', D berechnet
und bis auf eine Dezimalstelle genau angegeben werden. In Aufgaben-
teil (b) soll die fehlende z-Koordinaten z. des Zielpunktes E berechnet

und bis auf genau eine Dezimalstelle genau angegeben werden.

Vorkenntnisse

Randomisierung Die z- und y-Koordinaten der Punkte A, B, C' und D sowie die y-
Koordinate des Punktes E werden zuféllig gewéhlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.3.3 Umfang von Parallelogrammen

Tags Vektorrechnung, Umfang, Parallelogramm

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Sei ABC D ein Parallelogramm, von dem drei Eckpunkte A(—1|-3), B(—=9|—18) und C(15|-25) bekannt sind.

(a) Bestimmen Sie den vierten Punkt D von ABCD.

Esist D =( | Jo

(b) Bestimmen Sie den Umfang U von ABC D und geben Sie U exakt an.

EsistU =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Durch vier Punkte A, B, C und D in R? ist ein Parallelogramm defi-

niert. Die Koordinaten der Punkte A, B und C' sind explizit angegeben.
In Aufgabenteil (a) sollen die Koordinaten des Eckpunktes D berech-
net werden. In Aufgabenteil (b) soll der Umfang des Parallelogramms

bestimmt werden.

Vorkenntnisse Lénge von Vektoren, Vektoraddition und -subtraktion.

Randomisierung Die Koordinaten der Punkte A, B und C' sind zufiillig als ganze Zahlen
gewiihlt, sodass der Umfang in Aufgabenteil (b) eine positive ganze Zahl
ist.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.3.4 Bergsteigerin (2/2)

Tags Vektorrechnung, Kriftegleichgewicht, Pythagoras, Trigonometrie
Screenshot (Stand 29.07.2024)

An einem Steilhang héangt eine Bergsteigerin der Masse m im Seil der Lange L (Seil 1). Die Bergsteigerin wird mit einem
weiteren Seil (Seil 2) von einem dem Steilhang im Abstand a gegentiber liegenden Plateau gehalten. Seil 1 ist am
Steilhang genau in Hohe des Plateaus befestigt.

Die Zugkraft f, des Seils 1 halt die Bergsteigerin in Richtung des Steilhangs. Die Kraft }?2 ist die Kraft, mit welcher eine
Person auf dem Plateau die Bergsteigerin im Punkt (x, z) halten muss. Zudem wirkt die Gewichtskraft F; = —mg auf
die Bergsteigerin.

Die folgende Abbildung stellt die in den Seilen 1 und 2 hangende Bergsteigerin dar. Fiir diese Aufgabe soll angenommen
werden, dass sich der FuB des Steilhangs am Punkt (0, 0) und der Befestigungspunkt von Seil 1 am Punkt (0, L) in der
(x, z)-Ebene eines zweidimensionalen Koordinatensystems befindet. Der Befestigungspunkt von Seil 2 am Plateau
befindet sich dann am Punkt (a, L).

oL (aL)
Plateau

eil 1 Seil,

Steilhang A

-0 + € L 1T >

Die Kréfte ﬁl(x) und Fz(x), mit denen die Bergsteigerin im Punkt (x, z) von Seil 1 und Seil 2 gehalten wird, lassen sich
in Abhangigkeit der x -Komponente der Position (x, z) der Bergsteigerin, der Seillange L, dem Abstand a von Hang und
Plateau, der Masse m der Bergsteigerin und der Schwerebeschleunigung g zu

_gm@-xx
fl(x): a+\/L*—x?

gm (a—x)

a
gm(a—x) x

I‘:z(x) — a\g/fn_z;xi
a

angeben. Zur Betrachtung von Grenzfallen der Krafte miissen die Betrage dieser bestimmt werden.

(a) Bestimmen Sie die Betrage der Kréafte Fl(x) und Fz(x).
(i) Der Betrag von ﬁl(x) ist \Fl(x)| =

(i) Der Betrag von Fz(x) ist |I':2(x)| =

(b) Untersuchen Sie die folgenden Grenzfélle der Betrage der Krafte I':I (x) und FZ(X)A Die Betrage der Krafte werden
durch Fj(x) = |I?](x)| und F»(x) = | F,(x)| ausgedriickt.
(i) Firx = aund L > aist
Fi(x) = !
F(x) =
(i) Fur @ gegen oo ist
Fi(x) = :
F(x) =

Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

An einem Steilhang hingt eine Bergsteigerin der Masse m im Seil der
Linge L (Seil 1). Die Bergsteigerin wird mit einem weiteren Seil (Seil
2) von einem dem Steilhang im Abstand a gegeniiber liegenden Plateau
gehalten. Seil 1 ist am Steilhang genau in Hohe des Plateaus befestigt.
Die Kriifte Fy(z) und Fy(x), die entlang von Seil 1 beziehungsweise
Seil 2 auf die Bergsteigerin an Punkt (z, z) wirken, wurde in Aufgabe
bestimmt und sind hier angegeben. In Aufgabenteil (a) sollen
die Betriige |Fy| und |F5| bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) sollen
die Betriige |Fi| und |Fb| fiir die Grenzfille (i) # = a und L > a und
(ii) @ — oo untersucht werden.

Satz von Pythagoras, Betrag eines Vektors, Betrachtung von

Grenzfillen
keine

keine
Abziige : 0

Feedback unterdriicken : ja
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2.1.4 Winkel und Skalarprodukt

2.1.4.1 Skalarprodukt (1)

Tags Skalarprodukt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Geben Sie fiir konkrete Beispiele zweier Vektoren # und U in R? anhand ihrer Darstellung als Vektorpfeile an, ob das
Skalarprodukt - 0vonu und U negativ, null oder positiv ist.

Die folgenden Abbildungen zeigen jeweils konkrete Beispiele fiirsi und 0.

X

\ t f

Abbildung A Abbildung B Abbildung C

Abbildung D

(a) In Abbildung A isti - 0 (Meine Auswahl zuriicksetzen) & |

(b) In Abbildung B ist u-v (Meine Auswahl zuriicksetzen) & |

(c) In Abbildung C ist u-v (Meine Auswahl zurlicksetzen) & |

(d) In Abbildung D ist i - U

(Meine Auswahl zuriicksetzen) % ‘

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe zeigen vier Abbildungen A bis D je zwei Vektoren u

und 7, die an dem selben Punkt angeheftet sind. In den Aufgabenteilen
(a) bis (d) soll jeweils eine wahre Aussage iiber das Signum des Ska-
larproduktes der in der zugehérigen Abbildung dargestellten Vektoren
formuliert werden.

Vorkenntnisse Skalarprodukt

Randomisierung Der Winkel zwischen den Vektoren # und v, sowie die Lénge von # und
¥ werden zuféllig gewéhlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.4.2 Skalarprodukt (2) (nichtorthogonale Basis)

Tags Vektorrechnung, Skalarprodukt, nichtorthogonale Basis.
Screenshot (Stand 22.08.2024)

Betrachten Sie eine normalisierte aber nicht orthogonale Basis
{d1, G2» g3} € R® mit
S . L oo 1 Lo .
gi-9; =1 mit ¢ =1,2,3, 91'92:5, 9391 =93~ 9, = 0.

Weiter seien die folgenden Vektoren gegeben:
61:§1+§2+\/§§3, 62:§1+§2_\/§§3-
Berechnen Sie den Betrag des Vektors '?}1| = \/0; - v; fir i = 1,2 und das

Skalarprodukt ®; - ¥5. Die Quadratwurzel ,/z kann mit Hilfe von sqrt(x)

eingegeben werden.

(a) Es ist |t71| = ‘ ’

(b) Es ist |vs] :‘ |

(c) Esist 9y - Uy :‘ |

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Zwei Vektoren ¥ und @, in R® sind als Linearkombinationen der

nichtorthogonalen Basisvektoren gy, go und gs gegeben. In Aufgabenteil
(a) wird der Betrag von #; berechnet und angegeben. In Aufgabenteil
(b) wird der Betrag von ¥ berechnet und angegeben. In Aufgaben-

teil (c¢) wird das Standardskalarprodukt von ¢, und ¥, berechnet und

angegeben.
Verbotene Worter
Vorkenntnisse Standardskalarprodukt, Betrag eines Vektors.
Randomisierung Der Vorfaktor des Basisvektors g3 wird in den o.g. Linearkombinationen

zufiillig gewahlt.
Anpassung Keine.
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja
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2.1.4.3 Winkel zwischen zwei Vektoren

Tags Bogenmafl, Gradmaf}, Vektorrechnung, Winkel
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Seiend, b € R zwei Vektoren mit

3
_? - 1
a=|1 lundb=|-1]
1 1

Bestimmen Sie den Winkel 8 zwischen @ und b und geben @ jeweils bis auf zwei Dezimalstellen genau sowohl in
BogenmaB als auch in GradmaB an.

(a) Der Winkel zwischen @ und b betrégt in BogenmaB OBogen =

(b) Der Winkel zwischen a und I; betragt in GradmaB OGra = e
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind die zwei Vektoren @ und b. In Aufgabenteil (a) soll der

Winkel zwischen @ und b in Bogenmafl berechnet und bis auf zwei Dezi-
malstellen genau angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll der Winkel
zwischen @ und b in Gradma8 berechnet und bis auf zwei Dezimalstellen
genau angegeben werden.

Vorkenntnisse Winkel zwischen zwei Vektoren, Darstellungsformen von Winkeln

Randomisierung Die Komponenten der Vektoren @ und b werden zufillig als rationale
Zahlen gewihlt.

Anpassung Die Komponenten der Vektoren @ und b kénnen beliebig als rationale
Zahlen gewahlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.4.4 Kollision von Billardkugeln

Tags Vektorrechnung, Vektorbetrag, Winkel
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Die Spielflaiche eines Billardtisches wird in Draufsicht als Teilmenge eines zweidimensionalen Koordinatensystem
modelliert, wobei die Skalierung so gewahlt ist, dass eine Langeneinheit im Koordinatensystem genau 1 dm entspricht.
Zwei der vier Kanten der Spielflache liegen auf den positiven Teilen der x- und der y-Achse liegen. Die Mittelpunkte
zweier benachbarte Ecktaschen liegen an den Punkten C(15]9) und D(15|1). Die Mittelpunkte zweier Kugeln liegen an
den Punkten A(2]2) und B(4|5), wobei beide Kugelneinem Durchmesser von jeweils d = 57,2 mm haben.

Die folgende Abbildung zeigt die beschriebene Situation. Die Kugel an Punkt A ist durch O gekennzeichnet und die
Kugel an Punkt B ist durch O gekennzeichnet. Die Ecktaschen an den Punkten C und D sind jeweils durch @
gekennzeichnet.

: a b
. C

@ & P/

5 10 15

Die Kugel an Punkt A wird so gespielt, dass sie an Punkt A’ mit der Kugel an Punkt B kollidiert und dass die Kugel an
Punkt B direkt nach der Kollision zu Punkt C rollt. Der Kollisionswinkel, den die Gerade durch A’ und B mit der
Horizontalen einschlieBt, werde mit a bezeichnet. Beachten Sie, dass der Impuls hierbei nur entlang der Geraden durch
A’ und B iibertragen wird.

Die folgende Abbildung zeigt die beiden Kugeln schematisch in der Draufsicht zum Zeitpunkt des ZusammenstoBes an
den Punkten A’ und B.

A“

(a) Berechnen Sie den Kollisionswinkel a und geben Sie a in GradmaB bis auf zwei Dezimalstellen genau an.

Esista = i

- —
(b) Berechnen Sie den Verbindungsvektor A’ B und geben Sie A’ B in dm bis auf zwei Dezimalstellen genau an.

N
Esist A’B = dm.

— —
(c) Berechnen Sie den Verbindungsvektor AA’ und geben Sie AA’ in dm bis auf zwei Dezimalstellen genau an.

=
Esist AA’ = dm.

(d) Berechnen Sie den analog zum Kollisionswinkel @ den Winkel f, den die Gerade durch A und A’ mit der
Horizontalen einschlieBt, und geben Sie 8 in GradmaB bis auf zwei Dezimalstellen genau an.

Esist f =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Eine Billardkugel wird angespielt und kollidiert mit einer weiteren Bil-
lardkugel, sodass letztere in eine der Ecktaschen des Billardtisches fillt.
Mit Hilfe ebener Geometrie sollen in dieser Aufgabe Richtungsvektoren
und Winkel bei der Kollision der beiden Kugeln untersucht werden. In
Aufgabenteil (a) soll mithilfe der Positionen der Kugeln zum Zeitpunkt
der Kollision und der Position der Ecktaschen der Kollisionswinkel «
berechnet und bis auf zwei Dezimalstellen genau angegeben werden. In
Aufgabenteil (b) soll der Verbindungsvektor zwischen den Positionen
der Kugeln zum Zeitpunkt der Kollision der Kugeln berechnet und bis
auf zwei Dezimalstellen genau angegeben werden. In Aufgabenteil (c)
soll der Verbindungsvektor zwischen der initialen Position und der Po-
sition bei Kollision der angespielten Kugel berechnet und bis auf zwei
Dezimalstellen genau angegeben werden. In Aufgabenteil (d) soll der
Winkel zwischen der geradlinigen Bahn der angespielten Kugel und der
langen Seite des Billardtisches berechnet und bis auf zwei Dezimalstel-
len genau angegeben werden.

Die Postionen der Billiardkugeln werden zufillig gewéhlt.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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2.1.4.5 Methanmolekiil

Tags Winkel, Skalarprodukt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Ein Tetraeder wird als Modell eines Methanmolekdils verwendet. Dabei stellen die vier Eckpunkte
H,(3,0,0), H>(0,3,0), H5(0,0,3), Hs(3,3,3)

des Tetraeders die vier Wasserstoffatome und der Mittelpunkt
€G3

des Tetraeders das Kohlenstoffatom dar.

Die folgende Abbildung zeigt beispielhaft ein Methanmolekil als Tetraeder in R3.

el=010m zoom = 100%

—_0 az=-0.70T

Der Winkel @ zwischen den Strecken C H; und C H, wird Bindungswinkel genannt. Berechnen Sie den Bindungswinkel
a im Methanmolekiil und geben Sie a in GradmaB auf zwei Nachkommastellen genau an.

Esista =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll der Bindungswinkel o im Methanmolekiil berech-

net und bis auf die angegebene Genauigkeit angegeben werden. Dazu
wird ein Tetraeder als Modell des Methanmolekiils verwendet: Die Was-
serstoffatome werden als die Eckpunkte Hy = (h,0,0), Hy = (0, h,0),
Hy = (0,0,h), Hy = (h,h,h) und das Kohlenstoffatom C' = (%, % 1)
als der Mittelpunkt des Tetraeders modelliert.

Vorkenntnisse Betrag von Vektoren, Lénge von Vektoren, Addition und Subtraktion
Randomisierung Der Parameter h in der Definition der Punkte Hy, ... , H4 und C wird
zuféllig als ganze Zahl zwischen 2 und 5 gewéahlt.

Anpassung Der Eintrag h kann als beliebige positive ganze Zahl gewéhlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.5 Vektorprodukt

2.1.5.1 Elementare Vektoroperationen (2))

Tags Vektorrechnung, Skalarprodukt, Vektorprodukt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Seienii, v € R* zwei Vektoren mit

-

(a) Bestimmen Sie das Skalarprodukt iz - U der Vektoren i und .

Esistu - 0 =

(b) Bestimmen Sie das Kreuzprpdukt (oder Vektorprodukt) U X U der Vektoren und 0.

Esistu X U =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Zwei Vektoren # und ¥ in R? sind gegeben. In Aufgabenteil (a) wird

das Standardskalarprodukt von « und ¢ berechnet und angegeben. In
Aufgabenteil (b) wird das Vektor- oder Kreuzprodukt berechnet und

angegeben.
Vorkenntnisse Standardskalarprodukt, Kreuzprodukt
Randomisierung Die Komponenten der Vektoren # und ¥ werden zufillig als ganzzahli-

ge Vielfach von % gewdhlt, sodass das Standardskalarprodukt und das
Kreuzprodukt von @ und v jeweils ungleich null ist.

Anpassung Die Komponenten der Vektoren « und ¢ konnen als ganze Zahlen be-
liebig gewéhlt werden.

Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.5.2 Skalar- und Vektorprodukt

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Verbotene Worter
Vorkenntnisse
Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Vektorrechnung, Skalarprodukt, Vektorprodukt
(Stand 22.08.2024)

Beziiglich einer positiv orientierten Orthonormalbasis {€1, €2, €3} € R? seien
die folgenden Vektoren gegeben:

v; = 3e3 —ea e,
% = Az, AG, 5,

v3 =2€3 —2€ + 3 €.
Berechnen Sie die folgenden Skalar- und Vektorprodukte. Dabei bezeichne d@ b
das Skalarprodukt und @ x b das Vektorprodukt zweier Vektoren a, b € R3.
Geben Sie einen Vektor @ als Linearkombination der Basisvektoren €1, €3, €3

an. Die Basisvektoren kénnen als e1, e2, e3 in den Antwortfeldern eingegeben
werden, z.B. 2*e1 + 3*e2 -3*e3.

(@) Esist vy - U3 = ‘ ’

(b) Es ist Ty - B — | |

(c) Es ist (’T)l X 172) ° TJ?, I‘ ’

(d) Es ist (?)2 X TJI) X ?)3 :‘ |

Michael Kubocz/ (RWTH)

Michael Kubocz

CC BY-SA 4.0

Drei Vektoren ¥, ¥, und @3 in R? sind gegeben. In Aufgabenteil (a)
wird das Standardskalarprodukt von #; und #; berechnet und angege-
ben. In Aufgabenteil (b) wird das Standardskalarprodukt von ¥; und
Uy berechnet und angegeben. In Aufgabenteil (c¢) wird das Spatprodukt
von ¥, U2 und 3 berechnet und angegeben. In Aufgabenteil (d) wird

das doppelte Kreuzprodukt von v, v und 93 berechnet und angegeben.

Standardskalarprodukt, Kreuzprodukt.

Die Komponenten der Vektoren 97, v5 und ¢35 werden zufillig und als
ganzzahlig gewihlt.

Die Komponenten der Vektoren #;, U5 und #3 konnen als reelle Zahlen
beliebig gewéhlt werden.

Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.1.5.3 Drehmoment

Tags Vektorrechnung, Betrag, Kreuzprodukt, Drehmoment
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Auf einen Korper K, der im Punkt O drehbar gelagert ist, wirkt eine am Punkt R angreifende Kraft F . Die Kraft 1?
bewirkt das auf K wirkende Drehmoment

M=FxF,

wobei 7 den Ortsvektor von Punkt O zu Punkt R bezeichnet.

Die folgende Abbildung zeigt die beschriebene Situation fiir den Fall, dass ¥ und ﬁ senkrecht sind. Das auf K wirkende

Drehmoment M ist diesem Fall senkrecht zur Ebene der Abbildung. Die sich ergebende Rotationsrichtung wird durch
den Pfeil angezeigt.

(a) Berechnen Sie fiir 7 und ﬁ mit

) 3
F=|4a| F=|-1
;) =

das auf K wirkende Drehmoment M.

Esist M =

(b) Berechnen Sie den Betrag des Drehmoments M fir 7 und fé wie in Aufgabenteil (a) und geben Sie Ihr Ergebnis
exakt an. Geben Sie gegebenenfalls die Wurzel ﬁ einer reellen Zahl x als sqrt(x) ein.

Esist | M| =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Auf einen Korper, der in einem Punkt drehbar gelagert ist, wirkt eine

am Punkt R angreifende Kraft F , die ein Drehmoment M auf den
Korper bewirkt. In Aufgabenteil (a) soll das Drehmoment M fiir eine
Kraft F und einen Ortsvektor 7 des Punktes R berechnet werden. In

Aufgabenteil (b) soll der Betrag von M aus Aufgabenteil (a) berechnet

werden.
Vorkenntnisse Betrag von Vektoren, Liange von Vektoren, Addition / Subtraktion
Randomisierung Die Komponenten der Vektoren F und 7 werden zufillig als ganze Zah-

len zwischen —8 und 8 gew#hlt, sodass M ungleich null ist.
Anpassung Die Komponenten der Vektoren F und 7 kénnen als reelle Zahlen be-
liebig gew&hlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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2.1.5.4 Flicheninhalt

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Dreieck

Flacheninhalt, Dreieck, Kreuzprodukt, Betrag, Vektorbetrag,
Vektorrechnung

(Stand 29.07.2024)

Im euklidischen Raum R* wird durch die Punkte
A(1,0,-2),
B(4,2,-7),
C(7,1,1)

ein Dreieck AABC definiert.

Die folgende Abbildung zeigt AABC.

el=015m zoom = 100%

\ i
\\ ,i
N
I

\‘ B(4,2:7)

-0 az=-0.75m

Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks AABC und geben Sie diesen exakt an. Geben Sie gegebenenfalls die
Wurzel \/)_c einer reellen Zahl x € R als sqrt(x) ein.

Esist F =

Emma van der Smagt| (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

Es sind drei Punkte A, B und C in R? gegeben. In dieser Aufgabe
wird der Fliacheninhalt des durch die Punkte A, B und C definierten
Dreiecks berechnet und angegeben werden.

Standardskalarprodukt und Kreuzprodukt, Betrag von Vektoren, Be-
stimmung von Richtungsvektoren

Die Komponenten der Ortvektoren der Punkte A, B und C' werden
zuféllig als ganze Zahlen zwischen —7 und 7 gewéhlt, sodass die Punkte
A, B und C ein Dreieck definieren.

Die Komponenten der Ortvektoren der Punkte A, B und C' kénnen als
ganze Zahlen beliebig gewahlt werden.

Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.2 Matrizen und Lineare Abbildungen

Die Aufgaben in diesem Themenbereich umfassen elementare Matrixoperationen und deren Anwen-

dung bei der Untersuchung von linearen Abbildungen. Dazu zihlen die Addition, Subtraktion und

Multiplikation von Matrizen sowie die Berechnung von Determinanten und Inversen. Ein weiterer

Schwerpunkt liegt auf der Untersuchung von Eigenwerten und Eigenvektoren, die zur Analyse von

linearen Transformationen genutzt werden. Weiterhin umfassen die Aufgaben praxisnahe Anwendun-

gen, wie Modellierung geometrischer Transformationen.
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2.2.1 Rechnen mit Matrizen

2.2.1.1 Addition von Matrizen

Tags Matrizen
Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben sind die (2 X 4)-Matrizen A und B mit
A=<_3 -3 5 2>,B=<1 -5 3 =3 .
5 -4 0 1 4 -1 2 3

Bestimmen Sie die Summe A + B der Matrizen A und B.

EsistA+B:[ J

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Gegeben sind zwei n x m-Matrix, welche addiert werden sollen.
Vorkenntnisse Matrizen, Matrizenaddition

Randomisierung Der Wertebereich der, einzelnen Elemente der Matrix, werden rando-

misiert, sowie die Groflie n und m.
Anpassung Der Wertebereich der Randomisierung kann variiert werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.2.1.2 Subtraktion von Matrizen

Tags

Screenshot

Autor

Idee

Lizenz
Thema
Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Matrizen

(Stand 30.09.2024)

Geben sind die Matrizen A und B mit

3 1 -3
A= -2 2 2
-5 3 -4
-3 -1 5
und
-4 -3 3
B= -3 -3 -5
-4 -1 -1
-2 0 0

Bestimmen Sie die Differenz A — B der Matrizen A und B.

EsistA — B =

Hakim Giinther (WH)

Hakim Giinther

CC BY-SA 4.0

Gegeben sind zwei n X m-Matrix, welche subtrahiert werden sollen.
Matrizen, Matrizensubtraktion

Der Wertebereich der, einzelnen Elemente der Matrix, werden rando-
misiert, sowie die Gréfle n und m.

Der Wertebereich der Randomisierung kann variiert werden.

Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: hakim.guenther@w-hs.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 91

2.2.1.3 Matrix Koeffizient

Tags Matrizen
Screenshot (Stand 30.09.2024)

Fir k sind die Matrizen A und B mit

= (6= (0 h)

gegeben.

Bestimmen Sie k sodass die Matrizen A und B die Bedingung AB = BA erfiillen.

Esistk =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind zwei 2 x 2 Matrizen, A und B. Hierbei soll by o = k
bestimmt werden, sodass gilt AB = BA.
Vorkenntnisse Matrizen, Matrizenmultiplikation
Randomisierung Werte der Matrizen
Anpassung Wertebereich der Randomisierung kann variiert werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.2.1.4 Matrizen Recheniibung

Tags Vektorrechnung, Betrag
Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben sind die vier Matrizen
32 1 -
A=11", B= ,C=| 4| D=(1 3).
1 -2 0 6

Bestimmen Sie die Matrix M mit M = (A + B - C) - D. Geben Sie die Eintrdge von M zeilenweise ein und trennen
Sie dabei die Elemente einer jeden Zeile durch Leerzeichen.

Esist M =
4

Autor Emma van der Smagt| (RUB)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe sind vier Matrizen A, B, C und D unterschiedlicher

Dimensionen explizit gegeben. Es sollen die Eintrige der Matrix M mit
M=(A+B-C)-D

berechnet werden.

Vorkenntnisse Matrizen, Matrixaddition, Matrixmultiplikation

Randomisierung Die Eintrage der Matrizen A, B, C' und D werden zufillig als ganze
Zahlen zwischen —9 und 9 gewé&hlt.

Anpassung Die Eintrige der Matrizen A, B, C und D koénnen beliebig als ganze
Zahlen gewahlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.2.1.5 Skalarmultiplikation einer Matrix

Tags Matrizen
Screenshot (Stand 30.09.2024)
Gegeben sind die Zahlen a und die (4 X 3)-Matrix B mit
a=>5
und
-5 -3 -2
M= 1 -1 2
0 5 -2
2 4 =5

Bestimmen Sie das skalare Vielfache a M von M .

Esista M =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben ist zwei n X m-Matrix, welche mit einem Skalar multipliziert

werden soll.

Vorkenntnisse Matrizen, Matrixmultiplikation

Randomisierung Der Wertebereich der, einzelnen Elemente der Matrix, die Groéfle n und
m und das Skalar a werden randomisiert.

Anpassung Der Wertebereich der Randomisierung kann variiert werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.2.1.6 Multiplikation von Matrizen (1)
Tags Matrix, Matrixmultiplikation

Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben sind zwei (2 X 2)-Matrizen A und B mit
e <4 0)
3 3
B= < 3 _2>.
-1 -3

(a) Berechnen Sie das Produkt AB.

EsistAB:[ J

(b) Geben Sie zwei (2 X 2)-Matrizen C und D mit CD # DC an.

und

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe sind zwei (2 x 2)-Matrizen A und B gegeben. In

Aufgabenteil (a) soll das Produkt
AB

der Matrizen A und B berechnet und angegeben werden. In Aufgaben-

teil (b) sollen zwei Matrizen C, D € R?*? gefunden werden, sodass

CD # DC
gilt.
Vorkenntnisse Multiplikation von Matrizen
Randomisierung Die Matrizen A und B sind randomisiert.
Anpassung Die Matrizen A und B konnen beliebig angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: tim.inoue@uni-due.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 95

2.2.1.7 Multiplikation von Matrizen (2)
Tags Matrix, Matrixmultiplikation

Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben sind die zwei (3 X 3)-Matrizen A und B mit

5 -4 3
A=|-3 -1 =2
-5 5 1

-4 -2 3
B=|5 -4 2|
2 2 3

Berechnen Sie das Produkt A B.

und

Esist AB =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sind zwei (3 x 3)-Matrizen A und B gegeben. Es soll

das Produkt
AB

korrekt berechnet und angegeben werden.

Vorkenntnisse Multiplikation von Matrizen

Randomisierung Die Matrizen A und B sind randomisiert.

Anpassung Die Matrizen A und B konnen beliebig angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.2.1.8 Multiplikation von Matrizen (3)

Tags Matrix, Matrixmultiplikation
Screenshot (Stand 30.09.2024)

Eine n X n-Matrix A heiBt nilpotent, falls eine natiirliche Zahl k < n existiert, sodass
Ak =0

ist. Die Nullmatrix O (triviale Matrix) ist nilpotent mit 0! = 0. Untersuchen Sie im Folgenden den
Begriff 'nilpotent' am Beispiel nicht-trivialer Matrizen.

(a) Die Matrix

2 0 2 1
A= 0 0 0 O
-1 0 -1 O
-1 0 -1 -1

ist nilpotent. Bestimmen Sie die kleinste natiirliche Zahl k, sodass AR = 0ist

Esistk =

(b) Geben Sie eine nicht-triviale 3 X 3-Matrix B an, die nilpotent ist.

Esist B =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In Aufgabenteil (a) soll der Nilpotenzgrad einer reellen 4 x 4-Matrix

A bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll eine nicht-triviale Matrix
B € R?**3 angegeben werden, die nilpotent ist. Der Begriff nicht-trivial

bedeutet ungleich der Nullmatrix und wird im Spoiler der Aufgabe er-

klart.
Vorkenntnisse Multiplikation von Matrizen, nilpotente Matrizen
Randomisierung Die Matrix A in Aufgabenteil (a) ist randomisiert.
Anpassung Die Matrix A kann in der Dimension angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.2.2 Inverse und Transponierte

2.2.2.1 Transposition von Matrizen

Tags Matrix, Transposition, symmetrisch, orthogonal

Screenshot (Stand 30.09.2024)

Fiir eine (n X m)-Matrix A mit ij-tem Eintrag a;; ist die ist die Transponierte AT von A (oder die
transponierte Matrix AT von A) die m X n-Matrix mit ij-tem Eintrag aj; . So ist beispielsweise flr
die Matrix M mit

1 2
M =
3 4
die zugehorige Transponierte
MT = = .
2 4
(a) Gegeben sei die (2 X 4)-Matrix A mit
2 2 5 =5
A=
-5 -5 5 3
Bestimmen Sie die Transponierte AT von A. Schreiben Sie jede Zeile der Matrix in eine eigene Zeile
und trennen Sie die Eintrage durch ein Leerzeichen.

Esist AT =
VA

(b) Geben Sie eine (3 X 3)-Matrix B mit B = B an.

Esist B =

(c) Bestimmen Sie eine invertierbare (3 X 3)-Matrix C mit CT = C~! an, die nicht die
Einheitsmatrix ist.

EsistC =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe geht es um die Transposition von reellwertigen Matri-

zen. In Aufgabenteil (a) ist eine Matrix A € R™*™ mit m € {1, 2,3} und
n € {1,...,5} gegeben, die transponiert werden soll. In Aufgabenteil
(b) Soll eine Matrix B € R3*3 angegeben werden, fiir die

B=B"

gilt. In Aufgabenteil (c) soll eine invertierbare Matrix C' € R3*3 gefun-

den und angegeben werden, die

CT _ 071
erfiillt.
Vorkenntnisse Symmetrische Matrizen, Orthogonale Matrizen, Invertierbarkeit von
Matrizen

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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Randomisierung Die Matrix A in Aufgabenteil (a) ist randomisiert.
Anpassung Die Matrizen in allen Aufgabenteilen kénnen angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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2.2.2.2 Matrix Inverse 2x2

Tags

Screenshot

Idee
Autor
Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Determinante, Matrix, Inverse

(Stand 30.09.2024)

Gegeben ist die (2 X 2)-Matrix M mit
M= 3)
-3 1

Bestimmen Sie die Inverse M~ von M.

EsistM'1={ ]

Hakim Giinther

Hakim Giinther| (WH)

CC BY-SA 4.0

Gegeben ist eine 2 x 2-Matrix. Fiir diese Matrix soll die Inverse bestimmt
werden.

Berechnung der Determinante, Formel fiir die Inverse einer 2 x 2-Matrix.
Eine 2 x 2-Matrix wird durch Multiplikation von Dreiecksmatrizen und
einer Diagonalmatrix mit zufélligen Eintrigen erzeugt.

Wertebereich der zufilligen Eintrdge kann angepasst werden.

Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: hakim.guenther@w-hs.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.2.2.3 Matrix Inverse 3x3

Tags Determinante, Matrix, Inverse

Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben ist die (3 X 3)-Matrix M mit
2 10 3
1 3 1

Bestimmen Sie die Inverse M~ von M.

Esist M~ =
Idee Hakim Giinther
Autor Hakim Giinther (WH)
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben ist eine 3 x 3-Matrix. Fiir diese Matrix soll die Inverse bestimmt
werden.
Vorkenntnisse Berechnung der Determinante, Berechnung der Adjunkten, Formel fiir

die Inverse einer 3 x 3-Matrix.
Randomisierung Eine 3 x 3-Matrix wird durch Multiplikation von zwei Dreiecksmatrizen
und einer Diagonalmatrix mit zufélligen Eintridgen erzeugt.
Anpassung Wertebereich der zufilligen Eintrdge kann angepasst werden. Aktuell
sind die Werte zwischen —3 und 3 fiir die Dreiecksmatrizen und zwi-
schen —1 und 1 (ohne 0) fiir die Diagonalmatrix.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: hakim.guenther@w-hs.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.2.2.4 Inverse einer Matrix mit reellem Parameter

Tags Matrix, Inverse, Parameter

Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben sei die (3 X 3)-Matrix A mit
t—4 -2 4r-18
A=| 0 t 0
1 1 5

und dem Parametert € R.

Bestimmen Sie die Menge M aller t € R, sodass A nicht invertierbar ist. Geben Sie dazu die

Losung Uber {r, ...} ein, wobei r eine reelle Zahl darstellt. Losungen fiir ¢ sollen durch ein Komma
getrennt werden. Verwenden Sie gegebenenfalls echte Briiche anstelle von Dezimalbriiche.
Esist M =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Eine (3 x 3)-Matrix A wird mit einem Parameter ¢ € R versehen. In

dieser Aufgabe soll die Menge aller ¢ € R berechnet, fiir die die Matrix

A invertierbar wird.

Vorkenntnisse Determinante einer Matrix, Gauf-Algorithmus, Invertierbarkeit von
Matrizen

Randomisierung Matrix ist in Teilen randomisiert.

Anpassung Die Parameter konnen angepasst und an anderen Stellen in der Matrix

gesetzt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: tim.inoue@uni-due.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.2.2.5 Bildtransformation

Tags Matrizen
Screenshot (Stand 23.03.2024)

Die folgenden Abbildungen zeigen das Bild "Sternennacht" von Vincent van Gogh jeweils als Teilmenge
des R? (oder eines zweidimensionalen Koordinatensystems). Die linke Abbildung zeigt das Bild und die
rechte Abbildung zeigt das Bild unter einer linearen Transformation mit Tranformationsmatrix A / nach
Anwendung einer Transformationsmatrix A.

Bestimmen Sie A.

Esist A:
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind zwei Bilder in einem Koordinatensystem. Links ist das

Bild in Ausgangslage und rechts eine Translation des Bildes. Hierzu

soll die Translationsmatrix angegeben werden.

Vorkenntnisse Matrizen, Translation
Randomisierung kein

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.


mailto: hakim.guenther@w-hs.de
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2.2.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

2.2.3.1 Charakteristisches Polynom 2x2

Tags Eigenwerte, Eigenvektoren, Determinante

Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben ist die (2 X 2)-Matrix M mit
M = ) 4 .
1 -3

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom P(x) der Matrix M .

Esist P(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben ist eine 2z2-Matrix. Fiir diese Matrix soll das charakteristische

Polynom bestimmt werden.

Vorkenntnisse Bestimmung der Determinante.

Randomisierung Der Wertebereich der, einzelnen Elemente der Matrix, werden rando-
misiert.

Anpassung Der Wertebereich der Randomisierung kann variiert werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: hakim.guenther@w-hs.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.2.3.2 Eigenwerte 2x2

Tags Eigenwerte, Eigenvektoren, Determinante, Nullstellen
Screenshot (Stand 30.09.2024)
Gegeben ist die 2 X 2-Matrix M mit
M = 18 0 .
54 36
Berechnen Sie die Eigenwerte A;, 4, von M und geben Sie diese als Menge
E = {A1,4,} an, z.B. {2,3}.

Esist E = {}
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben ist eine 2z2-Matrix. Fiir diese Matrix sollen die Eigenwerte

bestimmt werden.

Vorkenntnisse Bestimmung der Determinante.

Randomisierung Eine 222-Matrix wird initialisiert und mit einem zufélligen Faktor ska-
liert.

Anpassung Moglicher Wertebereich des Skalierungsfaktor kann variiert werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: hakim.guenther@w-hs.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.2.3.3 Eigenvektoren 2x2

Tags Eigenwerte, Eigenvektoren, Determinante, Nullstellen

Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben ist die (2 X 2)-Matrix M mit
M= ! 3 .
-2 -4

Bestimmen Sie zwei linear unabhéngige Eigenvektoren v; und v, von M und geben Sie diese als
Menge N = {vy,v,} an, z.B. {[2,3],[1,1]}.

Esist N ={}
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben ist eine 2z2-Matrix. Fiir diese Matrix sollen die Eigenvektoren

bestimmt werden.

Vorkenntnisse Bestimmung der Determinante.

Randomisierung Eine 2z2-Matrix wird initialisiert und mit einem zufilligen Faktor ska-
liert.

Anpassung Méoglicher Wertebereich des Skalierungsfaktor kann variiert werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: hakim.guenther@w-hs.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.2.3.4 Charakteristisches Polynom / Eigenwerte / Eigenvektoren 2x2

Tags Eigenwerte, Eigenvektoren, Determinante, Nullstellen

Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben ist die (2 X 2)-Matrix M mit
M = 74 .
-2 1

Berechnen Sie die Eigenwerte 4, A4, von M und geben Sie diese als Menge E = {4, 4,} an, z.B.

{2,3}.
Esist E = {}
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben ist eine 2z2-Matrix. Fiir diese Matrix soll das charakteristische

Polynom, die Eigenwerte und die Eigenvektoren bestimmt werden.

Vorkenntnisse Bestimmung der Determinante.

Randomisierung Der Wertebereich der, einzelnen Elemente der Matrix, werden rando-
misiert.

Anpassung Der Wertebereich der Randomisierung kann variiert werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: hakim.guenther@w-hs.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.2.3.5 charakteristisches Polynom / Eigenwerte / Eigenvektoren 3x3

Tags Eigenwerte, Eigenvektoren, Determinante, Nullstellen
Screenshot (Stand 30.09.2024)
Gegeben ist die (3 X 3)-Matrix M mit
12 12 11
M=| 1 1 1
-16 -18 -15

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom P(x) von M .

Esist P(x) =

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte A, A5, A3 von M und geben Sie diese als Menge E = {4, 4, }
an, z.B. {11,2}.

Esist E = {}

(c) Berechnen Sie die Eigenvektoren vy und v, zu den Eigenwerten A1, A, und geben Sie diese als
Menge N = {vy, 0} an, z.B.{[2,3],[2,3],[1,1]}-

Esist N = {}
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben ist eine 3z3-Matrix. Fiir diese Matrix soll das charakteristische

Polynom, die Eigenwerte und die Eigenvektoren bestimmt werden.
Vorkenntnisse Bestimmung der Determinante.
Randomisierung Aus einer Liste von vorinitialisierten Matrizen wird eine ausgew#hlt.
Diese wird dann mit einem Skalierungsfaktor multipliziert
Anpassung Moglicher Wertebereich des Skalierungsfaktor kann variiert werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: hakim.guenther@w-hs.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.3 Lagebeziehungen

Dieser Themenbereich umfasst Aufgaben zur Lagebeziehung von Geraden und Ebenen. Zu Beginn

werden die Parameter- und Normalendarstellung von Geraden und Ebenen behandelt. Im Verlauf

des Themenbereich werden Spezialfiille wie die Lagebeziehung von (Halb-) Geraden und Halbebenen,

sowie von Polygonen, orientierten Ebenen und orientierten Polygonen vertieft.
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2.3.1 Darstellungen von Geraden und Ebenen

2.3.1.1 Parameterdarstellung von Geraden

Tags Parameterdarstellung, Gerade

Screenshot (Stand 07.10.2024)

Seienp;, p» € R? zwei Punkte mit Ortsvektoren

SR

und sei G C R? die Gerade, die durch p; und p, verlauft.

Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung von G. Geben Sie dazu die Vektoren zf und U in der
Definition der Abbildung

g RoR 1> qg+1t0
so an, dass g(R) = G ist.

(i) Esistq =
(i) Esist 0 =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Parameterdarstellung einer Gerade in R?

bestimmt werden. Dazu sollen ein Stiitzvektor und ein Spannvektor der
Gerade angegeben werden.

Vorkenntnisse Bestimmung eines Spannvektors (Verschiebungsvektor)

Randomisierung Die Komponenten des Ortvektors und die Komponenten des Spannvek-
tors der Gerade werden zufillig gew#hlt.

Anpassung Die Komponenten des Ortvektors und die Komponenten des Spannvek-
tors der Gerade konnen beliebig angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
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2.3.1.2 Parameterdarstellung von Ebenen

Tags Parameterdarstellung, Gerade

Screenshot (Stand 07.10.2024)

Seien py, p2, p3 € R3 drei Punkte mit Ortsvektoren

-2 -1 -2
51=[—6]r 52=[—6], 1_53=[—8]
=5 -3 -5
und sei E C R> die Ebene, die durch p;, p» und p3 verliuft.

Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung von E. Geben Sie dazu die Vektoren (f, U1 und U5 in
der Definition der Abbildung

h:R2> R (s,0) > §+s0) +10
so an, dass h(R?) = E ist.

(i)Esistg =
(i) Esisto; = und es ist Uy =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Parameterdarstellung einer Ebene in R3 be-

stimmt werden. Dazu sollen ein Stiitzvektor und zwei Spannvektoren
der Ebene angegeben werden.

Vorkenntnisse Bestimmung von Spannvektoren (Verschiebungsvektoren)

Randomisierung Die Komponenten des Ortvektors und die Komponenten der Spannvek-
toren der Ebene werden zufillig gewahlt.

Anpassung Die Komponenten des Ortvektors und die Komponenten der Spannvek-
toren der Ebene konnen beliebig angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.3.1.3 Normalendarstellung von Ebenen

Tags Normalendarstellung, Ebene

Screenshot (Stand 07.10.2024)

Seien py, pa, p3 € R3 drei Punkte mit Ortsvektoren

4 7 10
51=[—6]r 52=[—9], 53=[0]
0 2 0
und sei E C R die Ebene, die durch p;, p, und p3 verlauft.

Bestimmen Sie eine Normalendarstellung von E. Geben Sie dazu die Vektoren ¢ und 7 in der
Definition der Menge

M={(xeR® | xX-¢ - -n=0}

so an, dass M = E ist.

(i)Esistg =
(i) Esistn =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Normalendarstellung einer Ebene in R? be-

stimmt werden. Dazu sollen ein Stiitzvektor und ein Normalenvektor

der Ebene angegeben werden.

Vorkenntnisse Bestimmung von Spannvektoren, Bestimmung von Normalenvektoren
(z.B. Kreuzprodukt)
Randomisierung Die Komponenten des Ortvektors und die Komponenten der Spannvek-

toren der Ebene werden zufillig gewé#hlt.
Anpassung Die Komponenten des Ortvektors und die Komponenten der Spannvek-
toren der Ebene kénnen beliebig angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.3.1.4 Normalendarstellung von Geraden

Tags Normalendarstellung, Gerade

Screenshot (Stand 07.10.2024)

Seien p;, p» € R3 zwei Punkte mit Ortsvektoren

—4 —4

i)
=5 —6

und sei G C R? die Gerade, die durch p; und p;, verlauft.

Bestimmen Sie eine Normalendarstellung von G. Geben Sie dazu die Vektoren 6, 71 und 7y in
der Definition der Menge

M={(XeR|EK-q n=0=-4) i}

so an, dass M = E ist.

(i)Esistg =
(i) Esistn; = und esist i1y =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Normalendarstellung einer Gerade in R3 be-

stimmt werden. Dazu sollen ein Stiitzvektor und zwei Normalenvektoren
der Gerade angegeben werden.

Vorkenntnisse Bestimmung von Normalenvektoren

Randomisierung Die Komponenten des Ortvektors und die Komponenten des Spannvek-
tors der Geraden werden zuféllig gewéhlt.

Anpassung Die Komponenten des Ortvektors und die Komponenten des Spannvek-
tors der Geraden konnen beliebig angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.3.2 Geraden und Ebenen

2.3.2.1 Lagebeziehung von Geraden und Ebenen (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Lagebeziehung, Gerade, Ebene
(Stand 08.10.2024)

Seien G eine Gerade und E eine Ebene in R3. Die Gerade G werde
parametrisiert durch

g Ro>R 1 p+10
mit v € R3 \ {0} und die Ebene E werde parametrisiert durch
h: Rz - [R3,(Sl,52) = §+S1 Ll_J'l +S2M_32

mit linear unabhdngigen Vektoren u_):, u_); € R>. Im Folgenden bezeichne n
das Vektorprodukt n = [(31 X LEQ.

(a) Vervollstandigen Sie die folgende Aussage zu einer im Allgemeinen wahren
Aussage (iber die Lagebeziehung von G und E.

Wenn | (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |sind, dann schneidet die Gerade G

die Ebene E| (Meine Auswahl zuriicksetzen) %

(b) Vervollstandigen Sie jede der drei folgenden Aussagen zu einer im
Allgemeinen wahren Aussage Uber die Lagebeziehung von G und E.

(i) Wenn die Gerade G die Ebene E in genau einem Punkt schneidet, dann sind

(Meine Auswahl zurlicksetzen) %

(ii) Wenn die Gerade G die Ebene E in unendlich vielen Punkten schneidet,

dann sind| (Meine Auswahl zurlicksetzen) %

(i) Wenn die Gerade G die Ebene E gar nicht schneidet, dann sind

(Meine Auswahl zurlicksetzen) %

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe sollen Kriterien fiir die Lagebeziechung von Gera-
den und Ebenen erarbeitet werden. In Aufgabenteil (a) soll dazu ein
Liickentext zu einer wahren Aussage iiber die Lagebeziehung von Gera-
den und Ebenen ergénzt werden, indem sowohl geeignete Kriterien an
die Stiitz- und Normalvektoren der Geraden und der Ebene als auch
die Lagebeziehung selbst ausgewihlt werden. In Aufgabenteil (b) sollen
drei Liickentexte zu jeweils einer Lagebeziehung von Geraden und Ebe-
nen zu einer wahren Aussage erginzt werden, indem erneut geeignete
Kriterien an die Stiitz- und Normalvektoren der Geraden ausgewahlt
werden.

Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen, Normalendarstellung
von Ebenen, Kriterien zur Bestimmung der Lagebeziehung von Geraden
und Ebenen

Die Reihenfolge der vorgegebenen Antworten ist zufillig gew#hlt.

[D)er-sa |
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Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.3.2.2 Lagebeziehung von Geraden und Ebenen (2)

Tags Lagebeziehung, Gerade, Ebene
Screenshot (Stand 08.10.2024)

Seien G eine Gerade und E eine Ebene in R3, die sich in genau einem Punkt
schneiden. Die Gerade G werde parametrisiert durch

g Ro>Rt-p+r10o
und die Ebene E werde parametrisiert durch
h: Rz d [RS,(SI,SQ) = 67+ $1 M_jl +32L52

mit

(a) Bestimmen Sie t, s; 5o € R mit g(¥) = h(sy, s2) und geben Sie ¢, 5| und
§p exakt an.

(i) Esistf =

(ii) Esist s1 = und es ist s, =

(b) Bestimmen Sie den Ortsvektor ¥ des eindeutigen Schnittpunkts r von G
und E und geben Sie die Komponenten von  an.

Esistr =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll der Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene

bestimmt werden. Sowohl die Gerade als auch die Ebene sind in Pa-
rameterdarstellung gegeben. In Aufgabenteil (a) sollen die Parameter
des Schnittpunktes in der Parameterdarstellung sowohl der Geraden als
auch der Ebene bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll der Ortsvek-
tor des Schnittpunkts der Geraden mit der Ebene bestimmt werden.

Vorkenntnisse Losung linearer Gleichungssysteme, Parameterdarstellung von Geraden
und Ebenen, Kriterien zur Bestimmung der Lagebeziehung von Geraden
und Ebenen

Randomisierung Die Komponenten der Orts- und Spannvektoren der Geraden und der
Ebene sind ganzzahlig und zufillig so gewé#hlt, dass sowohl die Pa-
rameter als auch die Komponenten des Ortvektors des Schnittpunkts
ganzzahlig sind.

Anpassung Der Ortsvektor und die Spannvektoren der Ebene konnen beliebig
gewahlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
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2.3.2.3 Lagebeziehung von Geraden und Ebenen (3) (Halbgeraden)

Tags Lagebeziehung, Gerade, Halbgerade, Ebene
Screenshot (Stand 08.10.2024)

Seien G eine Gerade und E eine Ebene in [R3, die sich in genau einem Punkt
schneiden. Die Gerade G werde parametrisiert durch

g R>R t—-p+10
und die Ebene E werde parametrisiert durch

hZR2—> [RS,(SI,SQ) HC}"" AS| M_jl +52L52

mit
-9 =2 -1 2
p=|-5]| v=|-2] g=|0| wy =1 |
18 6 1 -1
=2
w, =| 0
4
Die Menge

Gy = {g(®) [ 1> 0}

definiert eine Halbgerade in G.

(a) Bestimmen Sie die reelle Zahl t € R mit g(¢) € E und geben Sie ¢ exakt
an.

(i) Esistf =

(b) Sei r = g(¢) der Schnittpunkt von G und E fiir ¢ aus Aufgabenteil (a).
Entscheiden Sie mithilfe von 7, ob r ein Element der Halbgeraden G, ist.
Vervollstandigen Sie dazu den folgenden Liickentext.

Der Punkt r ist| (Meine Auswahl zurlicksetzen) % |Elementvon G, .

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll der Schnittpunkt einer Halbgeraden mit einer

Ebene bestimmt werden. Sowohl die Halbgerade als auch die Ebene sind
in Parameterdarstellung gegeben. In Aufgabenteil (a) soll der Parame-
ter des Schnittpunktes in der Parameterdarstellung der Halbgeraden
bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll ein Liickentext zu einer wah-
ren Aussage iiber die Lagebeziehung der Halbgeraden und der Ebene
ergéinzt werden.

Vorkenntnisse Losung linearer Gleichungssysteme, Parameterdarstellung von Geraden
und Ebenen, Kriterien zur Bestimmung der Lagebeziehung von Geraden
und Ebenen, Definition von Halbgeraden

Randomisierung Die Komponenten der Orts- und Spannvektoren der Halbgeraden und
der Ebene sind ganzzahlig und zuféllig so gewéhlt, dass der Parameter
des Schnittpunkts in der Parameterdarstellung der Halbgeraden ganz-

zahlig ist.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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Anpassung Der Ortsvektor und die Spannvektoren der Ebene konnen beliebig
gewihlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.3.2.4 Lagebeziehung von Geraden und Ebenen (4) (Halbebenen)

Tags Lagebeziehung, Gerade, Ebene, Halbebene
Screenshot (Stand 08.10.2024)

Seien G eine Gerade und E eine Ebene in [R3, die sich in genau einem Punkt
schneiden. Die Gerade G werde parametrisiert durch
g RoRt—>p+1to
und die Ebene E werde parametrisiert durch
h:R? = R3 (s1,8) = g + 51 W + 53 W3-
Die Menge
H = {h(s1,52) | 0 < 52}

definiert eine Halbebene in E. Im Folgenden seien

5 0 10
g=|0| w=|-8| w=
-5 —4 5

(a) Geben Sie einen Ortsvektorﬁ und einen Richtungsvektor ] an, sodass die
Gerade G die Halbebene H schneidet und die Gerade G die Halbebene
E \ H nicht schneidet.

()Esistp =

(i) Esist U =

(b) Geben Sie einen Ortsvektorﬁ und einen Richtungsvektor U an, sodass die
Gerade G die Halbebene H und die Halbebene E \ H schneidet.

() Esistp =

(i) Esist 0 =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

In dieser Aufgabe sollen Stiitz- und Spannvektoren von zwei Geraden
angegeben werden, die bestimmte Lagebeziehungen mit einer gegebenen
Halbebene und ihrer komplementiren Halbebene aufweisen. In Aufga-
benteil (a) soll eine Gerade definiert werden, die die Halbebene schnei-
det, aber die komplementére Halbebene nicht schneidet. In Aufgabenteil
(b) soll eine Gerade definiert werden, die sowohl die Halbebene als auch
die komplementére Halbebene schneidet.

Losung linearer Gleichungssysteme, Parameterdarstellung von Geraden
und Ebenen, Kriterien zur Bestimmung der Lagebeziehung von Geraden
und Ebenen, Definition von Halbebenen

Die Komponenten des Stiitzvektors und der Spannvektoren der (Halb-)
Ebene sind ganzzahlig und zufillig gewahlt.

Der Stiitzvektor und die Spannvektoren der (Halb-) Ebene kénnen be-
liebig gew&hlt werden.

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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2.3.2.5 Lagebeziehung von Geraden und Ebenen (5) (Orientierung)

Tags Lagebeziehung, Gerade, Ebene, Orientierung
Screenshot (Stand 08.10.2024)

Sei G eine von dem Vektor U aufgespannte Gerade und sei E eine von den Vektoren
0, und 1, aufgespannte Ebene in R? mit
-2 0 2
v=|1) w=|1] w=|1
3 -1 -1

» Vorder- und Riickseiten von Ebenen

(a) Bestimmen Sie den Normalenvektor # = 1; X w0, und das Standardskalarprodukt
n-0vonnunduy.

(i) Esisth =

(i) Esistn - v =

(b) Vervollstandigen Sie (mithilfe von Aufgabenteil (a)) die folgenden Aussagen zu im
Allgemeinen wahren Aussagen iber die Lagebeziehung von G und E.

(i) Die von U aufespannte Gerade G schneidet ‘ (Meine Auswahl zurlicksetzen) % ‘

der Ebene E beziiglich (10, t0;).

(i) Die von -0 aufespannte Gerade G schneidet | (Meine Auswahl zuriicksetzen) % ‘

der Ebene E beziiglich (105 + w0y, W0;).

(iii) Die von U aufespannte Gerade G schneidet

(Meine Auswahl zurlicksetzen) $ ‘

der Ebene E beziglich (10, w0, + 10;).

(c) Geben Sie einen Vektor i an, sodass eine von i aufgespannte Gerade weder
Vorder- noch Riickseite der Ebene E beziiglich (101, i0;) schneidet.

Esistiw =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

In dieser Aufgabe sollen die Lagebeziehung einer Geraden und der durch
die Orientierung der Spannvektoren definierten Vorder- und Riickseite
einer Ebene untersucht werden. Die Gerade und die Ebene sind durch
ihre Spannvektoren definiert. In Aufgabenteil (a) sollen der Normalen-
vektor der Ebene als das Kreuzprodukt der Spannvektoren der Ebene
berechnet werden. Weiterhin soll das Standardskalarprodukt des Nor-
malenvektors der Ebene und des Spannvektors der Geraden berechnet
werden. In Aufgabenteil (b) sollen drei Liickentexte zu wahren Aussa-
gen {iber die Lagebeziehung der Geraden und Vorder- und Riickseite
der Ebene ergénzt werden. Die Lagebeziehung unterscheidet sich durch
die Wahl jeweils anderer Spannvektoren sowohl fiir die Gerade als auch
fiir die Ebene. In Aufgabenteil (c¢) soll der Spannvektor einer Geraden
angegeben werden, der weder die Vorder- noch die Riickseite der Ebene
schneidet.

Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen, Kriterien zur Bestim-
mung der Lagebeziehung von Geraden und Ebenen

Die Komponenten der Spannvektoren der Geraden und der Ebene sind
ganzzahlig und zufiillig gewihlt.

Die Spannvektoren der Ebene kénnen beliebig gewihlt werden,

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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2.3.3 Punkte und Polygone

2.3.3.1 Lagebeziehung von Punkten und Polygonen (1) (Parallelogramme)

Tags Lagebeziehung, Punkt, Ebene, Polygon, Parallelogramm
Screenshot (Stand 08.10.2024)

Seip € R3 ein Punkt mit Ortsvektorﬁ und sei E eine Ebene in IR3, die durch die Abbildung
h:R? = R3, (s1,50) = q + 5101 + 55 00,

parametrisiert wird. Die Menge
P ={h(s1,52) |0<s; <1, 0< 5, <1}

definiert ein Parallelogramm in E. Im Folgenden seien

-3 =1l =3 0
[_; = 2 i t? = 0 i L?Jl = 6 i M_EQ =|-31.
0 2 3 -6

(a) Bestimmen Sie reelle Zahlen s;, s, € R mit p = h(sy, s2) und geben Sie s und s, in (i)
exakt an. Entscheiden Sie mithilfe von s; und s,, ob der Punkt p Element von P ist.
Vervollstandigen Sie dazu den Liickentext in (ii).

(i) Esists; = und esist s, =

(i) Der Punkt p ist| (Meine Auswahl zurlicksetzen) % |Element von P.

(b) Geben Sie den Ortsvektor 7 eines Punktes r € E an, der kein Element von P ist.

Esisti =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen die Lagebeziehung von Punkten und einem Par-

allelogramm bestimmt werden. Die Ebene, in der das Parallelogramm
liegt, ist in Parameterdarstellung gegeben. In Aufgabenteil (a) ist ein
Punkt in der Ebene gegeben. Es sollen die Parameter des Punktes in
der Parameterdarstellung der Ebene angegeben werden. Weiterhin soll
ein Liickentext zu einer wahren Aussage iiber die Lagebeziehung des
gegebene Punktes und des Parallelogramms ergéinzt werden. In Aufga-
benteil (b) soll ein Punkt angegeben werden, der in dem Parallelogramm
liegt.

Vorkenntnisse Parameterdarstellung von Ebenen, Kriterien zur Bestimmung der Lage-
beziehung von Punkten und Ebenen, Ungleichungen zur Beschreibung
elementarer geometrischer Figuren in R2

Randomisierung Die Komponenten des Stiitzvektors und der Spannvektoren der Ebene
sind ganzzahlig und zufillig gewéhlt.

Anpassung Der OrtsvStiitzvektor und die Spannvektoren der Ebene konnen belie-
big gewéhlt werden,

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.3.3.2 Lagebeziehung von Punkten und Polygonen (2) (Dreieck)

Tags Lagebeziehung, Punkt, Ebene, Polygon, Dreieck
Screenshot (Stand 08.10.2024)

Seip € R3 ein Punkt mit Ortsvektor ﬁ und sei E eine Ebene in R3, die durch die Abbildung
h:R? > R3,(s1,82) = q + 5101 + 52 i

parametrisiert wird. Die Menge
D = {h(s1,52) | 0 < 51, 0 <52, 51 + 52 < 1}

definiert ein Dreieck in E. Im Folgenden seien

3 0 4 2
p=|2] q=|3| wi=|-2| @=|0
4 1 2 4

(a) Bestimmen Sie reelle Zahlen sy, s, € R mit p = h(sy, s,) und geben Sie s und s, in (i)
exakt an. Entscheiden Sie mithilfe von s; und s, ob der Punkt p Element von D ist.
Vervollstandigen Sie dazu den Liickentext in (ii).

(i) Esists; = und es ist s, =

(i) Der Punkt p ist| (Meine Auswahl zurlicksetzen) % |Element von D.

(b) Geben Sie den Ortsvektor 7 eines Punktes € E an, der kein Element von D ist.

Esisti =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen die Lagebeziehung von Punkten und einem

Dreieck bestimmt werden. Die Ebene, in der das Dreick liegt, ist in
Parameterdarstellung gegeben. In Aufgabenteil (a) ist ein Punkt in der
Ebene gegeben. Es sollen die Parameter des Punktes in der Parameter-
darstellung der Ebene angegeben werden. Weiterhin soll ein Liickentext
zu einer wahren Aussage iiber die Lagebeziehung des gegebene Punktes
und des Dreiecks ergénzt werden. In Aufgabenteil (b) soll ein Punkt
angegeben werden, der in dem Dreieck liegt.

Vorkenntnisse Parameterdarstellung von Ebenen, Kriterien zur Bestimmung der Lage-
beziehung von Punkten und Ebenen, Ungleichungen zur Beschreibung
elementarer geometrischer Figuren in R?

Randomisierung Die Komponenten des Stiitzvektors und der Spannvektoren der Ebene
sind ganzzahlig und zufillig gewéhlt.

Anpassung Der Stiitzvektor und die Spannvektoren der Ebene kénnen beliebig
gewéhlt werden,

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.3.4 Geraden und Polygone

2.3.4.1 Lagebeziehung von Geraden und Polygonen (1) (Parallelogramme)

Tags Lagebeziehung, Gerade, Ebene, Polygon, Parallelogramm
Screenshot (Stand 08.10.2024)

Sei p € R3 ein Punkt mit Ortsvektor p und sei E eine Ebene in R?, die durch die Abbildung
h:R% 5 R (s1,5) > § + 5101 + 5505

parametrisiert wird. Die Menge
P={h(s1,52) |0<s1 <1, 0<5, <1}

definiert ein Parallelogramm in E. Im Folgenden seien

1 2 -2 0
L} el =a} =2
3 3 4 -2
Bestimmen Sie den Richtungsvektor ¢, sodass die durch

g R>R 1o p+10

parametrisierte Gerade G das Parallelogramm P in seinem Mittelpunkt m schneidet.

(a) Geben Sie den Ortsvektor ; von m an.

Esistm =

(b) Geben Sie den Richtungsvektor ¢ an.

Esist lj =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll der Spannvektor einer Geraden, so gew#hlt wer-

den, dass die Gerade ein gegebenes Parallelogramm in seinem Mittel-
punkt schneidet. Die Ebene, in der das Parallelogramm liegt, ist in
Parameterdarstellung gegeben. In Aufgabenteil (a) ist der Mittelpunkt
des Parallelogramms zu bestimmen. In Aufgabenteil (b) soll mithilfe des
Stiitzvektors der Geraden und dem Mittelpunkt des Parallelogramms
ein Spannvektor der Geraden bestimmt werden.

Vorkenntnisse Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen, Ungleichungen zur Be-
schreibung elementarer geometrischer Figuren in R?

Randomisierung Die Komponenten des Stiitzvektors der Geraden, des Stiitzvektors der
Ebene und der Spannvektoren der Ebene sind ganzzahlig und so zufillig
gewdhlt, dass die Gerade nicht in der Ebene verlaufen kann.

Anpassung Der Stiitzvektor und die Spannvektoren der Ebene kénnen beliebig
gewahlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.3.4.2 Lagebeziehung von Geraden und Polygonen (2) (Dreiecke)

Tags Lagebeziehung, Gerade, Ebene, Polygon, Dreieck
Screenshot (Stand 08.10.2024)

Seien G eine Gerade und E eine Ebene in RS, die sich in genau einem Punkt schneiden. Die
Gerade G werde parametrisiert durch

g R>Rt-p+10
und die Ebene E werde parametrisiert durch

hZR2—>R3,(51,52)F—>(i+Sl IZ)1+52L712

mit
-1 5 3 6 3
p=|-3| o=|2)| g=|0| w=|3| w,=|6
3 -1 1 0 =3
Die Menge

D = {h(s1,57) | 0 <51, 0 <55, 51 +5, <1}

definiert ein Dreieck in E.

(a) Bestimmen Sie reelle Zahlen t, 51, s, € R mit g(t) = h(sy, s,) und geben Sie t in (i)
und s; und 57 in (ii) exakt an.

(i) Esistt =
(i) Esist s; = und esist 5, =
(b) Sei r = g(t) = h(sy, s,) der Schnittpunkt von G und E fiir t, s; und s, aus Aufgabenteil

(a). Entscheiden Sie mithilfe von s; und s,, ob r ein Element von D ist. Vervollstandigen Sie
dazu den folgenden Liickentext.

Der Punkt r ist| (Meine Auswahl zurlicksetzen) ¢ |Element von D.

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Lagebeziehung einer Geraden und eines Drei-

ecks untersucht werden. Die Gerade und die Ebene, in der das Dreieck
liegt, sind in Parameterdarstellung gegeben. In Aufgabenteil (a) sollen
die Parameter des Schnittpunkts der Geraden und der Ebene in den
Parameterdarstellungen der Geraden und der Ebene bestimmt werden.
In Aufgabenteil (b) soll ein Liickentext zu einer wahren Aussage iiber
die Lagebeziehung der Geraden und des Dreiecks ergénzt werden.

Vorkenntnisse Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen, Kriterien zur Bestim-
mung der Lagebeziehung von Geraden und Ebenen, Ungleichungen zur
Beschreibung elementarer geometrischer Figuren in R?

Randomisierung Die Komponenten des Stiitzvektors und des Spannvektors der Gera-
den, des Stiitzvektors der Ebene und der Spannvektoren der Ebene
sind ganzzahlig und so zufillig gewéhlt, dass die Gerade die Ebene in
genau einem Punkt schneidet.

Anpassung Der Stiitzvektor und die Spannvektoren der Ebene kénnen beliebig
gewahlt werden,

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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2.3.4.3 Lagebeziehung von Geraden und Polygonen (3) (Orientierte Dreiecke)

Tags Lagebeziehung, Gerade, Ebene, Polygon, Dreieck, Orientierung
Screenshot (Stand 08.10.2024)

Seien G eine Gerade und E eine Ebene in [R3, die sich in genau einem Punkt schneiden. Die
Gerade G werde parametrisiert durch

g RoSRtp+1t0
und die Ebene E werde parametrisiert durch

h:R%2 = R3 (s1,8) = q + 81 W0 + 52 0>

mit
0 -2 3 -3 0
p=|3| o=|21| g=|0| wi=|6]| w=|-3
2 2 1 3 )
Die Menge

D = {h(s1,57) | 0 <51, 0 <59, 51 +50 <1}
definiert ein Dreieck in E.

» Vorder- und Riickseiten von Ebenen und von Teilmengen von Ebenen

(a) Bestimmen Sie den Normalenvektor 77 = w; X w, und das Standardskalarprodukt 7 - 0
von 7 und U.

(i) Esistn =

(i) Esistn - U =

(a) Bestimmen Sie reelle Zahlen t, 51, s, € R mit g(t) = h(sy, s,) und geben Sie t in (i)
und §7 und 57 in (ii) exakt an.

(i) Esistt =

(i) Esist 51 = und esist s, =

(c) Vervollstandigen Sie mithilfe von Aufgabenteilen (a) und (b) die folgende Aussage zu einer
im Allgemeinen wahren Aussage Uber die Lagebeziehung von G und D.

Die Gerade G schneidet | (Meine Auswahl zurlicksetzen) ¢ | des Dreiecks D beziiglich

(01, 1).
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

In dieser Aufgabe soll die Lagebeziehung einer Geraden und der Vorder-
und Riickseite eines Dreiecks untersucht werden. Die Gerade und die
Ebene, in der das Dreieck liegt, sind in Parameterdarstellung gegeben.
In Aufgabenteil (a) soll ein Normalenvektor der Ebene als Kreuzpro-
dukt der Spannvektoren der Ebene bestimmt werden. Weiterhin soll
das Standardskalarprodukt des Normalenvektors der Ebene mit dem
Spannvektor der Geraden bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) sollen
die Parameter des Schnittpunkts der Geraden und der Ebene in den Pa-
rameterdarstellungen der Geraden und der Ebene bestimmt werden. In
Aufgabenteil (c) soll ein Liickentext zu einer wahren Aussage iiber die
Lagebeziehung der Geraden und der Vorder- und Riickseite des Dreiecks
ergéinzt werden.

Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen, Kriterien zur Bestim-
mung der Lagebeziehung von Geraden und Ebenen, Ungleichungen zur
Beschreibung elementarer geometrischer Figuren in R?

Die Komponenten des Stiitzvektors und des Spannvektors der Gera-
den, des Stiitzvektors der Ebene und der Spannvektoren der Ebene
sind ganzzahlig und so zufillig gewihlt, dass die Gerade die Ebene in
genau einem Punkt schneidet.

Der Stiitzvektor und die Spannvektoren der Ebene kénnen beliebig
gewihlt werden.

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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2.3.4.4 Lagebeziehung von Geraden und Polygonen (4) (Sichtbare Dreiecke)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

Lagebeziehung, Gerade, Halbgerade, Ebene, Polygon, Dreieck,

Orientierung

(Stand 08.10.2024)

Betrachten Sie die Halbgerade
G, ={p+tv]|t>0}.
und die Dreiecke

D ={q; + 51 Wiy +s,Wp | 0< 51, 0 <55, 51+ 5, <1}

firi € {1,2,...,6}.Seiq der Ortsvektor eines beliebigen Punktes und seien 0, , W, linear
unabhangige Vektoren, dann seien p = ¢ + 7 und 0 = —h mith = W; X W, und

(Y] 4 =4q. W) = 1y, Wy = iy,

2) gr = q — Wy, Wy = Wy, Wy = W, — Wy,

3) g3 =q -1, w31 = 10, W3 = Wy — Wy,

) gy =1 +4, Wy = Wy — Wy, Wy = —W01,

%) gs =01 +4q, ws) = 10, Wsy = —i0y,

(6) 4o = 4, We1 = W2, Wer = W) — Wy.

» Sichtbare Dreiecke

Genau eine der folgenden Aussagen Uber die Sichtbarkeit der Dreiecke Dy, D;, ..., Dg
beziiglich G, ist im Allgemeinen wahr. Bestimmen Sie, welches der genannten Dreiecke
sichtbar oder nicht sichtbar bezliglich G, ist und markieren Sie die zugehdrige im
Allgemeinen wahre Aussage.

(Meine Auswahl zuriicksetzen)

(1) Das Dreieck D ist nicht sichtbar beziiglich G .
(2) Das Dreieck D, ist nicht sichtbar beziiglich G .
(3) Das Dreieck Dj ist nicht sichtbar beziiglich G .
(4) Das Dreieck Dy ist nicht sichtbar beziglich G .
(5) Das Dreieck Ds ist nicht sichtbar beziiglich G .

(6) Das Dreieck Dg ist nicht sichtbar beziiglich G .

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll die Lagebeziehung einer Halbgeraden und sechs
Dreiecken untersucht werden. Es soll genau das Dreieck identifiziert
werden, das beziiglich der Halbgeraden nicht sichtbar ist.
Parameterdarstellung von Geraden und Ebenen, Kriterien zur Bestim-
mung der Lagebeziehung von Geraden und Ebenen, Ungleichungen zur
Beschreibung elementarer geometrischer Figuren in R?

Die Reihenfolge der Dreiecke ist randomisiert.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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3 Grundlagen der Eindimensionalen Analysis

3.1 Grundbegriffe und Eigenschaften von Funktionen

Die Aufgaben in diesem Themenbereich behandeln grundlegende Begriffe zu und Eigenschaften von

Funktionen, wie Injektivitit, Surjektivitdt und Bijektivitit am Beispiel elementarer reeller Funktionen.
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3.1.1 Bilder und Urbilder reeller Funktionen

3.1.1.1 Bild und Urbild einer quadratischen Funktion

Tags Quadratische Funktion, Bild, Urbild
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f: R — R mit
f() =3x*+12x + 3.

(a) Bestimmen Sie das Bild f(U) der Menge U = [—5, 2] unter f. Geben Sie Ihre Lsung als Intervall an.
Beachten Sie die Schreibweise cc(a,b), wenn es sich um das geschlossene Intervall [a,b] und

oo(a,b), wenn es sich um das offene Intervall (a, b) handelt.

Esist f(U) =

(b) Bestimmen Sie das Urbild f~!(V) der Menge V = (3, 66) unter f. Beachten Sie, dass Sie eine
Schnittmenge von Intervallen I und J Uber intersection(I,J) und eine Vereinigung (ber
union(I,J) eingeben, wobei I und J wie in Aufgabenteil (a) festgelegt sind.

Esist f~' (V) =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die quadratische Funktion

f:R—R, f(z)=ax®+ a1z + ap

gegeben. In Aufgabenteil (a) soll das Bild f(U) eines abgeschlossenen
Intervalls U = [a, b] unter f bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll
das Urbild f=1(V) eines offenen Intervalls V = (c,d) unter f bestimmt

werden.

Vorkenntnisse Aquivalenzumformung, Bild und Urbild von Mengen unter einer Funk-
tion

Randomisierung Die Koeffizienten ag, a; und ag sind randomisiert. Die Intervalle [a, ]

und (c,d) sind ebenfalls so randomisiert, dass die Losungen f(U) und
f~Y(V) ganzzahlige Intervallgrenzen besitzen.

Anpassungen Die Funktion f kann um weitere Funktionen ergénzt werden, die
Losungsmenge muss entsprechend angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.1.1.2 Bilder reeller Funktionen

Tags Ungleichung, Bild
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Betrachten Sie die Funktionen f, g : R — R, die definiert sind durch
fx)=2x+4, gx)=x>+1.

Seien A, B C R Mengen mit
A={xeR|x>2}, B={xeR|x<2}

(a) Bestimmen Sie die Bildmenge f(A). Geben Sie dazu eine die Elemente y von f(A)
beschreibende Bedingung in Form einer Ungleichung an. Geben Sie zum Beispiel eine
Bedingung2 < y <4 alsy > 2 and y <= 4 oder eine Bedingung y < 2 odery > 4 alsy <
2 or y >=4 ein.

Esist f(A) = {y € R| }.

(b) Bestimmen Sie die Bildmenge g(A).
Esistg(A) = {y € R| }.

(c) Bestimmen Sie die Bildmenge g(B).

Esistg(B) = {y € R| }.
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sind Funktionen f,g: R — R mit
fl@)=2z+a, g(z) =2® +b (3.1.1)

und Mengen
A={zeR |z > s1}, B={zeR|z< sy} (3.1.2)

gegeben. In Aufgabenteil (a) soll das Bild von A unter f bestimmt
werden. In den Aufgabenteilen (b) und (c) sollen jeweils die Urbilder von
A und B unter g bestimmt werden. Die Urbildmengen sollen mithilfe

von Ungleichungen angegeben werden.

Vorkenntnisse Aquivalenzumformung, Bild von Mengen unter Funktionen

Randomisierung Die Konstante a und die Schranken s; und s, werden zufillig als ganze
Zahlen mit a € {2,4}, s1,s2 € {1,2,3} gewihlt. Die Konstante b ist
gleich s; — 1.

Anpassungen keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.1.1.3 Urbilder reeller Funktionen

Tags Ungleichung, Urbild
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Betrachten Sie die Funktionen f, g : R — R, die definiert sind durch
fx)=2x+2, gx)=x>+3.

Seien A, B C R Mengen mit
A={yeR|y>4}, B={yeR|y<19}.

(a) Bestimmen Sie die Urbildmengen f~!(A). Geben Sie dazu eine die Elemente x von
f’l(A) beschreibende Bedingung in Form einer Ungleichung an. Geben Sie zum Beispiel
eine Bedingung 2 < x < 4 als x > 2 and x <= 4 oder eine Bedingung x < 2 oder x > 4
alsx < 2 or x >=4 ein.

Esist f71(A) = {x € R }.

(b) Bestimmen Sie die Urbildmengen g‘l(A).
Esistg™!(A) = {x € R| }.

(c) Bestimmen Sie die Urbildmengen g’l(B).

Esistg™'(B) = {x € R| }.
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sind Funktionen f,g: R — R mit
f(z) =22+ a, g(x) =2* +b (3.1.3)

und Mengen
A={zeR |z > s}, B={zeR|z<ss} (3.1.4)

gegeben. In Aufgabenteil (a) soll das Urbild von A unter f bestimmt
werden. In den Aufgabenteilen (b) und (c) sollen jeweils die Bilder von
A und B unter g bestimmt werden. Die Bildmengen sollen mithilfe von
Ungleichungen angegeben werden.

Vorkenntnisse Aquivalenzumformung, Urbild von Mengen unter Funktionen

Randomisierung Die Konstante ¢ und die Schranke s; werden als ganze Zahlen mit
a € {2,4} und s; € {2,4,6} gewihlt. Die Schranke b ist gleich s; — 1
und die Schranke sq ist gleich s? + b.

Anpassungen keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 133

3.1.2 Injektitvitiat, Surjektivitit und Bijektivitat

3.1.2.1 Injektivitit und Surjektivitit (1)

Tags Injektiv, Surjektiv, Bijektiv, Funktion
Screenshot (Stand 06.10.2024)

(a) Entscheiden Sie, ob die nachfolgenden Abbildungen f injektiv, surjektiv oder bijektiv sind, oder keine
der genannten Eigenschaften erfiillen.

(i) Die Abbildung f:R — R, f(x) = xist

(Meine Auswahl zurlicksetzen) & |

(ii) Die Abbildung f:R — R, f(x) = x? — 5ist ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) & |

(iii) Die Abbildung f: R \ {0} — R, f(x) = l, ist | (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |.
x

(b) Geben Sie ein groBtes Intervall (a, b), mit0 < a < b < oo an, fir das die Funktion
fi@ab) — R, fx)=x

injektiv ist. Beachten Sie, dass oo standardmaBig iber infeingegeben wird.

Essinda = und b = , dann ist die Funktion f auf (a, b) injektiv.
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In Aufgabenteil (a) (i) - (iii) sind Funktionen f dargestellt, bei denen

entschieden werden soll, ob sie injektiv, surjektiv oder bijektiv sind,
oder keine der genannten Eigenschaften erfiillen. In Aufgabenteil (b)

ist die Funktion
f:(a,b) — R, f(z) = 2?

gegeben. Es sollen Werte fiir a und b gefunden werden, sodass (a,b) das

grofite Intervall ist, auf dem f injektiv ist.

Vorkenntnisse Injektivitiit, Surjektivitit, Bijektivitit, Aquivalenzumformungen, Funk-
tionen

Randomisierung keine

Anpassungen Die Funktionen f in den Aufgabenteilen (a) (i) - (iii) konnen um weitere

Funktionen ergénzt werden

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.1.2.2 Injektivitit und Surjektivitit (2)

Tags Injektiv, Surjektiv, Bijektiv, Umkehrfunktion
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die injektive Funktion f mit

fill,0) — R,  f(x)=+/x% — L.

(a) Bestimmen Sie eine Teilmenge W C R des Wertebereichs von f, sodass die Abbildung
f:[1,00) — W umkehrbar ist. Beachten Sie die Schreibweise cc(a,b), wenn es sich um das
geschlossene Intervall [a,b] und oo(a,b), wenn es sich um das offene Intervall (a,b) handelt. Die

Schreibweise co(a,b) bzw. oc(a, b) bezeichnet analog halboffene Intervalle [a, b) bzw. (a, b].

Esist W =

(b) Geben Sie anschlieBend die Umkehrabbildung f‘1 an, indem sie den konkreten Funktionsterm f‘] (x)

angeben.
Esist f!(x) =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe ist die injektive Funktion

fi[l,00) — R, f(z)=vz2 -1

gegeben. In Aufgabenteil (a) soll eine Teilmenge W C R bestimmt

werden, sodass die Funktion f umkehrbar ist. In Aufgabenteil (b) soll

anschlieBend die Umkehrfunktion f~! angegeben werden.
Vorkenntnisse Aquivalenzumformung, Bild und Urbild von Mengen unter einer Funk-

tion, Umkehrbarkeit von Funktionen

Randomisierung keine
Anpassungen Die Funktion f kann angepasst werden, solange sie umkehrbar bleibt.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.1.3 Periodische Funktionen

3.1.3.1 Periodische Funktionen

Tags Sinus, Periode, Funktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Die Zahl T" heiBt Periode einer Funktion f: R — R, falls
fx+T) = f(x)

fir alle x € R gilt. Man nennt dann f eine periodische Funktion, falls solch ein T' # 0 existiert.

(a) Die Sinusfunktion sin: R — R ist solch eine periodische Funktion. Geben Sie eine Periode T' von

sin an. Geben Sie 7 gegebenenfalls als %p i ein.

EsistT =

(b) Die Funktion f: R — R habe die Periode T = 2. Die Funktion g sei definiert durch

s =71 (% -4).

Dann ist auch g eine periodische Funktion mit der Periode T'. Bestimmen Sie die Periode T' von o3

EsistT =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe wird zunéchst der Begriff der Periode T einer Funkti-

on f erldutert. In Aufgabenteil (a) wird eine Periode der Sinusfunktion
abgefragt. In Aufgabenteil (b) ist eine Funktion f: R — R mit der

Periode T' = 27 gegeben. Ferner ist eine Funktion g durch

9(x) = f(az - b)

definiert. Dann ist g ebenfalls periodisch und es soll eine Periode T’ von

g bestimmt werden.

Vorkenntnisse Aquivalenzumformung, Periodische Funktionen

Randomisierung Die Koeffizienten a und b sind so randomisiert, dass 7" ein ganzzahliges
Vielfaches von 7 bleibt.

Anpassungen Die Funktionen f und g kénnen angepasst werden, solange sie periodisch
bleiben.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.2 Folgen, Reihen und Funktionenfolgen

Die Aufgaben dieses Themenbereichs umfassen Zahlenfolgen, unendliche Reihen und Funktionenfol-

gen. Schwerpunkte bilden die Untersuchung des Konvergenzverhaltens und Bestimmung des Grenz-

werts von reellen Zahlenfolgen, darunter auch rekursiv definierte Folgen, die Anwendung von Konver-

genzkriterien fiir unendliche Reihen und die Unterscheidung von verschiedenen Konvergenzbegriffen

fiir Funktionenfolgen.
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3.2.1 Konvergenz von Zahlenfolgen

3.2.1.1 Aussagen iiber reelle Zahlenfolgen

Tags Folgen, Konvergenz, Mathematik
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Sei (a,)nen eine beliebige, reelle Zahlenfolge.

Nachfolgend sind drei Aussagen Uber die Folge (a,),en 9gelistet. Wahlen Sie bei den Aussagen
Uber die Folge (a,),en aus, ob sie im Allgemeinen wahr oder falsch sind.

(a) Ist (a,)nen €ine monoton wachsende, nach unten beschrankte Folge, dann ist sie konvergent.

Diese Aussage ist | (Meine Auswahl zuriicksetzen) &

(b) Ist (a,)nen eine konvergente Folge, dann hat sie genau einen Grenzwert.

Diese Aussage ist | (Meine Auswahl zuriicksetzen) %

(c) Ist (a,)nen eine monoton wachsende Folge und nach oben beschrankt, dann ist sie
konvergent.

Diese Aussage ist | (Meine Auswahl zuriicksetzen) %

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Frauke Sprengel
Susanne Bellmer
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist eine beliebige (ay)nen gegeben. In den Aufga-

benteilen (a), (b) und (c) sollen Aussagen iiber (a,)nen auf Allge-
meingiiltigkeit gepriift und mit Wahr oder Falsch markiert werden.

Vorkenntnisse Folgen, Konvergenz

Randomisierung Die Auswahl der Aussagen in (a) bis (c) erfolgt randomisiert aus einer
Liste von Aussagen.

Anpassungen Die Liste an Aussagen kann erginzt und angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.1.2 Konvergente Zahlenfolgen (1)

Tags Zahlenfolge, Konvergenz, binomische Formel

Screenshot (Stand 03.09.2024)

1

Seien (b,)sen und (dp)nen Folgen reeller Zahlen mit 0 < b, < d, < - fiir alle

n € N. Zeigen Sie, dass die Folge (a,),en Mit
_d, - b,
T d,+b,

gegen null konvergiert.

ap

Bestimmen Sie dazu fur festes k € N eine naturliche Zahl N, € N, sodass
la,| < % firalln € N mitn > Ny erfillt ist.

Esist Ny =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe wird die Konvergenz der Komposition zweier Nullfol-

gen anhand der Definition von Konvergenz von Zahlenfolgen untersucht.
Zentraler Bestandteil ist dabei, dass die Komposition durch Verwen-

dung der binomischen Formel vereinfacht werden kann.

Vorkenntnisse Konvergenz von Zahlenfolgen, binomische Formel, Rechnen mit Unglei-
chungen
Randomisierung Die Bezeichner der drei Folgen werden zufiillig aus einer Liste von vier

Bezeichnern ausgewé#hlt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die

Aufgabe.
Anpassungen keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.1.3 Konvergente Zahlenfolgen (2)

Tags Zahlenfolge, Beschrinktheit, Konvergenz
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Betrachten Sie die Folge (a,),en mit

an® -5 _5n2+3
8—-9n 2-3n"

a, =

(a) Geben Sie den Koeffizienten a so an, dass die Folge (a,),en beschrankt ist.

Esista =

(b) Bestimmen Sie mit der Wahl von a aus Aufgabenteil (a) den Grenzwert lim a,,, falls dieser existiert.

n—oco

Geben Sie =inf ein, falls die Folge bestimmt gegen +o0 divergiert.

Esist lim a, =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Jorg Harterich
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die Folge (ay,)nen mit
h
o fa) b

fiir Polynomfunktionen f, g und h gegeben. In Aufgabenteil (a) soll der
Koeffizient « so bestimmt werden, dass die Folge (a,)nen beschrinkt
ist. In Aufgabenteil (b) soll schlieBlich der Grenzwert in Abhéngigkeit
von « aus (a) bestimmt werden, wobei die bestimmte Divergenz gegen
+o00 durch + inf festgelegt wird.

Vorkenntnisse Folgen, Konvergenz, Koeffizientenvergleich, Beschranktheit von Folgen,

Aquivalenzumformungen

Randomisierung Die Koeffizienten der Funktionen f,¢g und h sind ganzzahlig randomi-
siert.

Anpassungen Die Folge a,, kann fiir eine erhohte Schwierigkeit angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: tim.inoue@uni-due.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 140

3.2.1.4 Konvergente Zahlenfolgen (3)

Tags Zahlenfolge, alternierende Folge, geometrische Folge, Konvergenz

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Betrachten Sie im Folgenden die reellen Zahlenfolgen (a,),en und (b,,)uen -

(a) Bestimmen Sie eine nicht-konstante Folge (@, ),en , die den Grenzwert

lima, =7

n—oo

hat. Geben Sie dazu das n -te Folgeglied a,, an.

Man kann a,, = wahlen.

(b) Bestimmen Sie eine alternierende, geometrische Folge (b,),en, die den Grenzwert

lim b, = 0

n—oo

hat. Geben Sie dazu das n -te Folgeglied b,, an.

Man kann b,, = wahlen.
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Jonas Priebe
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen reelle Zahlenfolgen (ay)neny und (by)nen be-

trachtet werden. In Aufgabenteil (a) soll eine nicht-konstante Folge

(an)nen gewihlt werden, sodass

lim a, =a
n— o0

gilt. In Aufgabenteil (b) soll eine alternierende, geometrische Folge

(bn)nen angegeben werden, die den Grenzwert

lim b, =0
n—oo
hat.
Vorkenntnisse Folgen, Konvergenz, alternierende Folgen, geometrische Folgen
Randomisierung Der Grenzwert a ist ganzzahlig randomisiert.
Anpassungen Der Grenzwerte der Folgen (a,,)nen und (b, )nen kénnen fiir eine erhéhte

Schwierigkeit angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.1.5 Konvergente Zahlenfolgen (4)

Tags Zahlenfolge, Konvergenz
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Gegeben ist die Zahlenfolge (a,),en durch
_ 8 +9
= 200

Bestimmen Sie den Grenzwert lim a, der Folge (a,),en - Geben Sie lhre Antwort als Bruch ein. Geben

n—o0o

Sie inf an, wenn die Folge (a,),en bestimmt divergiert.

Esist lim a, =
n—oo

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Nikta Shayanfar
Miriam Weigel
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die Zahlenfolge (a,)nen mit
pn+c
n= kpn

flir ganze Zahlen ¢, k und p gegeben. Es soll der Grenzwert

lim a,
n— oo

bestimmt werden, wobei Divergenz iiber inf angegeben werden soll.
Vorkenntnisse Folgen, Konvergenz
Randomisierung Der Grenzwert a ist ganzzahlig randomisiert. Die Parameter ¢, k und p
sind ganzzahlig um a herum randomisiert.
Anpassungen Die Folge (ay,)nen kann fiir eine erhshte Schwierigkeit angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.1.6 Produkt von Zahlenfolgen (1)

Tags Zahlenfolge, Konvergenz, Divergenz, Grenzwert, Produkte von Folgen

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Geben Sie zwei reelle Folgen (X, )nen und (¥,),en Mit

lim x, =0

n—co
und

lim y, = +oc0

n—oco
an, so dass

lim x,y, = 0ist.
n—0o0

Es sind x,, = und y, =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Jorg Harterich
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen zwei Folgen (z,)neny und (yn)nen bestimmt

werden, wobel (z,)neny konvergiert und (y,)nen divergiert. Es soll

zusétzlich die Produktfolge (x,yn)nen konvergieren oder divergieren.

Vorkenntnisse Folgen, Konvergenz

Randomisierung Die Konvergenz oder Divergenz der Produktfolge (2,,yn)nen ist rando-
misiert.

Anpassungen Die Folgen (z,,)nen und (Y )nen konnen fiir eine erhshte Schwierigkeit

angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.1.7 Produkt von Zahlenfolgen (2)
Tags Zahlenfolge, Konvergenz, Divergenz, Grenzwert, Produkte von Folgen
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Geben Sie zwei reelle Folgen (X, )uen und (¥,),en Mit
lim x, =0
und
lim y, = +oc0
an, so dass
X,¥n € [—1, 1] furalle n € N gilt, die Folge (x, ¥,)aen aber nicht konvergiert.
Essind x, = und y,
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Jorg Harterich
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen zwei Folgen (2, )neny und (yn)neny bestimmt

werden, wobei (z,)neny konvergiert und (yn)nen divergiert. Es soll

zusétzlich die Produktfolge (2,yn)nen im Intervall [—1, 1] liegen, aber

nicht konvergieren.

Vorkenntnisse Folgen, Konvergenz
Randomisierung keine
Anpassungen Die Folgen (2 )nen und (yn)nen konnen fiir eine erhthte Schwierigkeit

angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

[D)er-sa |
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3.2.1.8 Supremum einer Zahlenfolge

Tags Zahlenfolge, Konvergenz, Supremum
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Die Folge (a,)qen sei definiert durch
_b6n+1l
=l

Das Supremum s der Folge (a,),en ist die kleinste, obere Schranke der Menge
{a, | n € N}.
Man schreibt abkirzend

s = sup{a, | n € N}.

Bestimmen Sie das Supremum s der Folge (a,),en -

Esists =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Julia Joklitschke
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist eine Zahlenfolge (a,)nen definiert durch

an+1

ap =
n+1

fiir eine ganze Zahl a. Es soll das Supremum s = sup{a,, | n € N} der

Folge (an)nen bestimmt werden.

Vorkenntnisse Folgen, Supremum, Beschranktheit

Randomisierung Der Parameter a ist ganzzahlig randomisiert und legt das Supremum s
fest.

Anpassungen Die Folge (ay, )nen kann fiir eine erhshte Schwierigkeit angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.1.9 Zahlenfolgen als Abbildungen

Tags Zahlenfolge, Injektivitéit, Surjektivitit, Teilfoge, Hiufungspunkt
Screenshot (Stand 03.09.2024)

Sei (b,).en eine beliebige Folge natlrlicher Zahlen. Wir betrachten (b,),en im
Folgenden als Abbildung N — N, n +— a,. Entscheiden Sie, ob die folgenden
Aussagen wahr oder falsch sind.

(a) Falls (b,,),en injektivist, so besitzt (b,),en keine Haufungspunkte.

Diese Aussage ist im Allgemeinen ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) #

(b) Falls (b,),en als Abbildung surjektiv ist, so besitzt (b,),en nur endlich viele
Haufungspunkte.

Diese Aussage ist im Allgemeinen ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) %

(c) Falls (b,),en keine Haufungspunkte besitzt, so ist (b,,),en injektiv.

Diese Aussage ist im Allgemeinen | (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |

(d) Falls (b,,),en unendlich viele Haufungspunkte besitzt, so ist (b,,),eyn surjektiv.

Diese Aussage ist im Allgemeinen ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) #

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe werden vier Aussagen zu Haufungspunkten, Injekti-

vitdt und Surjektivitdt einer Zahlenfolge formuliert. Es ist der Wahr-
heitswert der Aussagen anzugeben.
Vorkenntnisse Hiufungspunkte von Zahlenfolgen, Figenschaften von Teilfolgen, Injek-
tivitét von Abbildungen, Surjektivitit von Abbildungen
Randomisierung Der Bezeichner der Folge wird zuféllig aus einer Liste von vier Bezeich-
nern ausgewéhlt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung Die Liste der Bezeichner kann beliebig ergénzt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.2 Rekursiv definierte Zahlenfolgen

3.2.2.1 Rekursiv definierte Zahlenfolgen (1)

Tags Zahlenfolge, Konvergenz, Rekursionsformel, Teilfolge, Grenzwert
Screenshot (Stand 16.09.2024)
Sei (ay)nen die durch
Ay = lj—nan VneN

rekursiv definierte Folge nicht negativer reeller Zahlen mit Anfangswert a; > 0. Die Folge
(a,)nen ist konvergent.

Geben Sie den Grenzwert a := lim,,_,, a, an.

Esista =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe wird der Grenzwert einer rekursiv definierten Zah-

lenfolge bestimmt.
Vorkenntnisse Konvergenz von Zahlenfolgen, Eigenschaften von Teilfolgen konvergen-
ter Folgen, Rechenregeln fiir konvergente Zahlenfolgen
Randomisierung Die Bezeichner der drei Folgen werden zufiillig aus einer Liste von vier

Bezeichnern ausgewihlt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die

Aufgabe.
Anpassungen keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.2.2 Rekursiv definierte Zahlenfolgen (2)

Tags Zahlenfolge, Haufungspunkt, Rekursionsformel, Teilfolge
Screenshot (Stand 16.09.2024)

Sei (b,)nen die durch
b1 =—-b, VYneN

rekursiv definierte Folge reeller Zahlen mit Anfangswert b; = x.
(a) Geben Sie die Menge V' C R aller Haufungspunkte von (b,,),en flr x = 1 an. Geben Sie

eine Menge {u, v, w} mit Elementen u, v und w als {u,v,w} ein.

EsistV =

(b) Geben Sie die Menge U C R aller Haufungspunkte von (b,,),en fir x = 0 an.

EsistU =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe werden die Hiufungspunkte einer rekursiv definierten

Zahlenfolge zu verschiedenen Anfangswerten bestimmt.

Vorkenntnisse Haufungspunkte von Zahlenfolgen, Eigenschaften von Teilfolgen

Randomisierung Der Bezeichner der Folge wird zuféllig aus einer Liste von vier Bezeich-
nern ausgewihlt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Der Anfangswert der rekursiv definierten Zahlenfolge in Aufgabenteil
(a) wird aus den ganzen Zahlen zwischen 1 und 9 ausgewihlt. Dies hat
keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.

Anpassungen Die Liste der Bezeichner kann beliebig ergédnzt werden. Der Anfangswert
in Aufgabenteil (a) kann als beliebige reelle Zahl ungleich null (siehe
Aufgabenteil (b)) gewihlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.2.3 Rekursiv definierte Zahlenfolgen (3)

Tags Zahlenfolge, Haufungspunkt, Rekursionsformel, Teilfolge
Screenshot (Stand 16.09.2024)

Sei (¢,)nen die durch
i1 =cr YneN

rekursiv definierte Folge reeller Zahlen mit Anfangswertc; = x .
(a) Geben Sie die Menge V' C R aller Haufungspunkte von (¢,),en flr x = 7 an. Geben Sie
eine Menge {u, v, w} mit Elementen u, v und w als {u,v,w} ein.

EsistV =

(b) Geben Sie die Menge U C R aller Haufungspunkte von (¢,),en fir x = 0 an.

EsistU =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe werden die Hiaufungspunkte einer rekursiv definierten

Zahlenfolge zu verschiedenen Anfangswerten bestimmt.

Vorkenntnisse H#ufungspunkte von Zahlenfolgen, Eigenschaften von Teilfolgen

Randomisierung Der Bezeichner der Folge wird zuféllig aus einer Liste von vier Bezeich-
nern ausgewéhlt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Der Anfangswert der rekursiv definierten Zahlenfolge in Aufgabenteil
(a) wird aus den ganzen Zahlen zwischen 1 und 9 ausgewihlt. Dies hat
keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.

Anpassungen Die Liste der Bezeichner kann beliebig ergédnzt werden. Der Anfangswert
in Aufgabenteil (a) kann als beliebige reelle Zahl ungleich —1, 0, 1 (siehe
Aufgabenteil (b)) gewihlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.2.4 Rekursiv definierte Zahlenfolgen (4)

Tags Zahlenfolge, Haufungspunkt, Rekursionsformel, Teilfolge
Screenshot (Stand 16.09.2024)
Sei (b,)nen die durch
1
bii=- VneN

rekursiv definierte Folge reeller Zahlen mit Anfangswert by = x € R\ {0}.
(a) Geben Sie die Menge V' C R aller Haufungspunkte von (b,),en flr x = —8 an. Geben
Sie eine Menge {u, v, w} mit Elementen u, v und w als {u, v,w} ein.

EsistV =

(b) Geben Sie die Menge U C R aller Haufungspunkte von (b,),en fir x = —1 an.

EsistU =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe werden die Hiaufungspunkte einer rekursiv definierten

Zahlenfolge zu verschiedenen Anfangswerten bestimmt.

Vorkenntnisse H#ufungspunkte von Zahlenfolgen, Eigenschaften von Teilfolgen

Randomisierung Der Bezeichner der Folge wird zuféllig aus einer Liste von vier Bezeich-
nern ausgewéhlt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Der Anfangswert der rekursiv definierten Zahlenfolge in Aufgabenteil
(a) wird aus den ganzen Zahlen zwischen —2 und —9 und zwischen 2
und 9 ausgewéhlt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.

Anpassungen Die Liste der Bezeichner kann beliebig ergédnzt werden. Der Anfangswert
in Aufgabenteil (a) kann als beliebige reelle Zahl ungleich —1, 0, 1
(vergleiche Aufgabenteil (b)) gewiihlt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.3 Konvergenz von unendlichen Reihen

3.2.3.1 Reihe (elementar) summieren

Tags Zahlenfolge, Reihe, Summe, Partialsumme

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Reihe s mit

9
S=§k3+1‘

Berechnen Sie den Wert P(n) der n-ten Partialsumme von s firn = 3.

Esist P(n) =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Eva Glasmachers
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die unendliche Reihe

> a

gegeben. Es soll der Wert der n-ten Partialsumme P(n) berechnet wer-

den.
Vorkenntnisse Unendliche Reihen, Partialsummen, Folgen
Randomisierung Die Parameter a,b und ¢ sind ganzzahlig randomisiert. Das n < 5 fiir

die Partialsumme P(n) ist randomisiert und ganzzahlig.
Anpassungen Die Reihe s kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.3.2 Konvergenz einer geometrischen Reihe

Tags Grenzwert, Reihe, Geometrische Reihe

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben sei die Reihe s mit
oo k
1
s=Y(-3)
k=0 2

Geben Sie den Grenzwert der Reihe s an, sofern diese konvergiert. Sollte die Reihe s bestimmt
divergieren, geben Sie inf als Losung ein.

Esists =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Julia Joklitschke
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die geometrische Reihe
=3

k=0

gegeben. Sofern s konvergiert, soll der Grenzwert angegeben werden.

Andernfalls wird inf als Losung fiir bestimmte Divergenz gewertet.

Vorkenntnisse Geometrische Reihe, Grenzwerte

Randomisierung Der Parameter ¢ ist randomisiert, sodass |¢q| < 1 gilt.
Anpassungen Die Reihe s kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.2.3.3 Leibnizkriterium

Tags Leibnizkriterium, Reihe

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Reihe s durch

o
s= Y (-1\a,
n=2
mit
1
n—n’

Weisen Sie die Konvergenz der Reihe s nach. Gehen Sie dazu schrittweise vor.

a, =

(a) Die Reihe s konvergiert gemaB dem Leibnizkriterium. Daflir muss die Folge a, insbesondere
monoton-fallend sein. Entscheiden Sie, welche weiteren Eigenschaften die Folge der Reihenglieder

—1)"

( i/_ erflillen muss, um die Konvergenz nach dem Leibnizkriterium sicherzustellen.
n—/n
Die Folge a, ist eine (Meine Auswahl zurlicksetzen) $ |

(b) Um zu zeigen, dass a,, monoton-fallend ist, muss man die Ungleichung
a = ! < i
R Y
fir alle n € N nachweisen. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass die zu (1) &quivalente Ungleichung
n—yn<n+1l—yn+1 (2)

furallen € N gilt.

=a, (1)

Wahlen Sie die Ungleichung (3), die zur Ungleichung (2) &quivalent ist, um die Glltigkeit der
Ungleichung (1) nachzuweisen.

Dol =
Es ist #20 (3) furallen € N.
Es ist n+151 (3) furallen € N.
1+ y/n

Esist y/n2+1—-1>n (3) firallen € N.

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Julia Joklitschke

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe ist die konvergente Reihe

s= Z(fl)an
n=2

mit
1
n—+/n

gegeben. In Aufgabenteil (a) werden die Eigenschaften fiir die Konver-

ap =

genz gemif Leibnizkriterium erfragt. In Aufgabenteil (b) soll nachge-

wiesen werden, dass a, monoton-fallend ist. Dafiir soll eine zu
nt1 < ap

dquivalente Ungleichung angegeben werden, die zum Beweis benutzt
wird.
Vorkenntnisse Unendliche Reihen, alternierende Folgen, Aquivalenzumformungen, Un-

gleichungen

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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Randomisierung keine
Anpassungen Die Folge a,, kann fiir eine erh6hte Schwierigkeit angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.2.3.4 Quotientenkriterium

Tags Zahlenfolge, Reihe, Quotientenkriterium
Screenshot (Stand 27.08.2024)
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben sei die Reihe s mit

= 1l
s = ?

n=1

Geben Sie den Grenzwert der Reihe s an, sofern s gemaB dem Quotientenkriterium konvergiert. Sollte
die Reihe s bestimmt divergieren, geben Sie inf als Losung ein. Geben Sie die Zahl e gegebenenfalls

Uber %e ein.

Esists =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Julia Joklitschke
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die unendliche Reihe

o0
s = E Ay,
n=1

gegeben. Es soll mithilfe des Quotientenkriteriums die Konvergenz der

Reihe s iiberpriift und im Anschluss der Grenzwert angegeben werden.

Vorkenntnisse Unendliche Reihen, alternierende Folgen, Aquivalenzumformungen, Un-
gleichungen

Randomisierung Die Folge a,, wird aus einer Liste von Folgen randomisiert ausgewihlt.

Anpassungen Die Folge a,, in der bereitgestellten Liste kann ergénzt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.2.3.5 Entwicklung einer rationalen Funktion

Tags Rationale Funktion, Entwicklungspunkt, Potenzreihe
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Gegeben ist die Funktion f: R \ {—%} —> R mit
e ——s
Entwickeln Sie die Funktion f in eine Potenzreihe um den Entwicklungspunkt xo = —1 und bestimmen

Sie den Konvergenzradius R.

0

Esist f(x) = Z (x + 1)" firallex € R\ {—%} mit|x + 1| < R =
n=0
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Annette Piittmann
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die Funktion
c a
'R { - } R, =
fiRA b — R f@) br +c

gegeben. Die Funktion f soll um den Entwicklungspunkt xg entwickelt
werden. Ferner soll der Konvergenzradius R angegeben werden.
Vorkenntnisse Potenzreihen, Entwicklung von rationalen Funktionen
Randomisierung Der Entwicklungspunkt zq ist randomisiert, die Koeffizienten a,b und
¢ sind um xg herum randomisiert.
Anpassungen Die Funktion f kann angepasst werden, solange sie in eine Potenzreihe
entwickelt werden kann.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.2.4 Funktionenfolgen

3.2.4.1 Konvergenz von Funktionenfolgen (1)

Tags Funktionenfolge, punktweise Konvergenz, gleichméfiige Konvergenz

Screenshot (Stand 03.09.2024)

Betrachten Sie die Folge (f;;),en reeller Funktionen

1 x €&€[nn+1]

f":R_)R’xH{o o @ b 4 1)

Die folgende Abbildung zeigt die Funktionsgraphen von f,, fir n € {0,1,...,10}.
Mithilfe des Schiebreglers lasst sich n variieren.

A

R o —

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

03

0.2

0.1

(a) Zeigen Sie, dass (f,)nen PUnktweise konvergiert. Bestimmen Sie dazu zu festem
¢ € (0,1) und festem x € R die Menge N, aller natirlichen Zahlen n, fir die
| fn(x)] < c erfiillt ist. Geben Sie gegebenenfalls die logischen Verknipfungen
A und B oder A oder B zweier Aussagen A und B als A and B beziehungsweise A
or Bein.

Esist Noy = {n € N| }

(b) Zeigen Sie, dass (f,,),en hicht gleichmaBig konvergiert. Bestimmen Sie dazu zu
festem ¢ € (0, 1) und festem n € N eine reelle Zahlen x, sodass | f,,(x)| > c erfillt

ist.
Esistx =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe wird die Funktionenfolge (f,,)nen der Funktionen

1 z€lnn+1]
0 x¢[nn+1)

fn R=>R, z—

anhand der Definition auf punktweise und gleichméflige Konvergenz

untersucht.
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Vorkenntnisse punktweise und gleichméfige Konvergenz von Funktionenfolgen, Rech-
nen mit Ungleichungen
Randomisierung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.2.4.2 Konvergenz von Funktionenfolgen (2)

Tags Funktionenfolge, punktweise Konvergenz, gleichméfige Konvergenz

Screenshot (Stand 03.09.2024)
Betrachten Sie die Folge (f,,).en reeller Funktionen

fuil0,00) >R x> =

Die folgende Abbildung zeigt die Funktionsgraphen von f, fir n € {1,...,10}.
Mithilfe des Schiebreglers lasst sich n variieren.

A

1

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

03

0.2

0.1

v

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
-0.1 (@} 1 =0 + « ¥ 1 >

(a) Zeigen Sie, dass (f,),en punktweise gegen die Nullfunktion [0, 00) = R, x — 0
konvergiert. Bestimmen Sie dazu zu festem ¢ > 0 und festem x € [0, o0) eine
positive reelle Zahl N, € R, sodass | f,(x)| < c fiir alle natiirlichen Zahlenn € N
mit n > N, erfillt ist. Geben Sie gegebenenfalls die logischen Verkniipfungen
A und B oder A oder B zweier Aussagen A und B als A and B beziehungsweise A
or B ein.

Esist N, =

(b) Zeigen Sie, dass (f,),en hicht gleichmaBig konvergiert. Bestimmen Sie dazu zu
festem ¢ > 0 und festem n € N eine nicht negative reelle Zahl x, sodass
| fn(x)] > cerflillt ist.

Esistx =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe wird die Funktionenfolge (f,)nen der Funktionen

fiRoR, 20 2
n
anhand der Definition auf punktweise und gleichméfiige Konvergenz
untersucht.
Vorkenntnisse punktweise und gleichméfige Konvergenz von Funktionenfolgen, Rech-
nen mit Ungleichungen

Randomisierung keine
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Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.3 Stetigkeit

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln die Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit reeller Funk-

tionen und den Zusammenhang der Begriffe. Schwerpunkte liegen unter anderem auf der stetigen

Fortsetzbarkeit von Funktionen, der Stetigkeit stiickweise definierter Funktionen und der Charakteri-

sierung von Stetigkeit vermoge des Funktionsgraphen.
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3.3.1 Stetigkeit reeller Funktionen

3.3.1.1 Stetige Funktionen anhand von Graphen

Tags Stetigkeit, Graphen
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben seien die folgenden Graphen von Funktionen, die jeweils auf ganz R definiert sind. Entscheiden
Sie anhand der Abbildungen, welche Funktionen stetig sind.

(a) Der Graph zur Funktion f ist gegeben durch

'y

-4

-0 + ¢« v 1™ >

Die Funktion f ist | (Meine Auswahl zurlicksetzen) %

(b) Der Graph zur Funktion g ist gegeben durch

% 5 -4 -3 -2 /1

-0 + « v 7

Die Funktion g ist | (Meine Auswahl zurlicksetzen) & |

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

(c) Der Graph zur Funktion 4 ist gegeben durch

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6

-0 + ¢« v 1™ >

Die Funktion A ist ‘ (Meine Auswahl zurlicksetzen) & |

Tim Inoue (Uni-DUE)

Tim Inoue

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe sind Graphen Funktionen f,g und h: R — R gege-
ben. In den Aufgabenteilen (a), (b) und (c) soll entschieden werden, ob
es sich bei den abgebildeten Funktionen um stetige Funktionen handelt.
Stetigkeit

Die abgebildeten Graphen sind aus einer Auswahl von stetigen und
nicht-stetigen Funktionen randomisiert ausgewéhlt.

Die Funktionen kénnen entsprechend angepasst werden.

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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3.3.1.2 Stetigkeit mit e-§-Definition

Tags Stetigkeit, epsilon-delta, Funktion
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Gegeben seien die Funktion f: R — R mit
f(x)=5x% +1

und der Punkt xo = —3.

Weisen Sie nach, dass die Funktion f stetig in x( ist, indem Sie zu gegebenem & > 0 ein 6§ > 0
angeben, sodass

[f(x) = f(xo)l <&
fir alle x € R mit

|x = xo| <6
gilt. Nehmen Sie dazu an, dass 6 < 1 einzuhalten ist. Nehmen Sie weiterhin ohne Einschrénkung € < 1
an. Geben Sie gegebenenfalls € Uber epsilon ein.

Man kann § = min(1, ) wahlen.

» Forderungvone < 1

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe ist die Funktion f: R — R mit
f(z) =ax®+0

und der Punkt g = ¢ gegeben. Fiir ¢ < 1 soll ein § € (0, 1] bestimmt

werden, sodass fiir alle z € R mit
|z — xo| < O
auch

[f (@) = f(zo) <e

gilt.
Vorkenntnisse Stetigkeit, ¢ — 0-Kriterium
Randomisierung Die Koeffizienten a,b und ¢ sind randomisierte ganze Zahlen.
Anpassung Die Funktion f kann angepasst werden, die Wahl von § &ndert sich
damit.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.3.1.3 Stetigkeit mit Parametern

Tags Stetigkeit, stetige Fortsetzung, Funktion
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
XX —a x <0,
f)=4vx+1 0<x<l,
x+b?> 1<x

Untersuchen Sie, fir welche Werte a, b € R die Funktion f stetig ist. Geben Sie diese anschlieBend an.

Geben sie gegebenenfalls die Wurzel tiber sqrt(...) ein.
Essind (i) a = und (i) b =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe ist die Funktion f mit

2> —a <0,

flx)=SVor+1 0<z<l,
(x+b)? 1<z,

gegeben. Es soll untersucht werden, fiir welche Werte von a und b auf

ganz R stetig ist.

Vorkenntnisse Stetigkeit, Grenzwerte, stetige Fortsetzung, Folgenstetigkeit
Randomisierung keine

Anpassung Die Funktion f kann mit den Stiitzstellen a und b angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.3.1.4 Stetigkeit mit Fortsetzung

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Stetigkeit, stetige Fortsetzung, Funktion
(Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f: (0, ) \ {3} — R mit

Bestimmen Sie eine reelle Zahl a, sodass die Funktion f mit

x =3,

{ a
f(x) sonst,

stetig ist. Man nennt f die stetige Fortsetzung von f. Geben Sie gegebenenfalls a als Bruch an.

f:(O,oo)—>R, X -

Esista =

Tim Inoue (Uni-DUE)

Tim Inoue

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe ist die Funktion

f:(0,00)\ {zo} — R, f(fﬂ)=x2:i§k
xh — xg

gegeben. Es soll dann so eine reelle Zahl a bestimmt werden, sodass die

Funktion

N a T = xg,
f:(0,00) — R, z+
f(z) sonst,

stetig in © = z¢ ist.

Stetigkeit, Grenzwerte, stetige Fortsetzung, Folgenstetigkeit
Der Parameter g und der Exponent k sind randomisiert.
Die Funktionen f kann angepasst werden.

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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3.3.1.5 Stetigkeit stiickweiser Funktionen

Tags stiickweise stetig, Stetigkeit, Funktion
Screenshot (Stand 26.08.2024)
Gegeben sei die Funktion f: R — R mit
xz-cos(l) ,x<0
X
3x?% — 1
f(X)= 9x2~ ? ,0<x<é
3x2 — —‘
3
—x L3 <x
0 , sonst.

Untersuchen Sie f(x) an der angegebenen Stelle auf Stetigkeit.

Es ist f(x) an der Stelle xo =0 nicht stetig $ |, weil 'lim fx) =
lim f(x) = und f(xg) =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Leen Jubarah
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die stiickweise definierte Funktion f: R — R mit
1
xz-cos<> , <0
T
1
322 —
922 —— 3 0<z<}i
flz) = 302 — 1‘
3
- s <w
0 , sonst.

gegeben. Die Funktion f soll an der Stelle g = 0 auf Stetigkeit unter-

sucht werden.

Vorkenntnisse Stetigkeit, Folgenstetigkeit

Randomisierung keine

Anpassung Die Funktion f kann entsprechend angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.3.1.6 Rechenregeln zu Stetigkeit

Tags Grenzwerte, Stetigkeit
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben seien die stetigen Funktionen f, g: R — R mit
f(x) = e** sin(3x)
und

4
80) = 5.

Bestimmen Sie die in den Teilaufgaben angegebenen Grenzwerte. Geben Sie diese Grenzwerte exakt an.
Geben Sie dazu gegebenfalls sin(x) und exp(x) als sin(x) bzw. %e”x ein.

(a) Es ist lirr; f(x) + g(x) =

SO -1 _

(b) Es ist )lgr; 20 + 1 =

(c) Es ist Ling flg(x) =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe sind stetige Funktionen f,g: R — R mit

f(z) =k -sin(azx)e” + (1 — k) - cos(x)e”

und

b
Zpd
c

g(x) =
gegeben. In Aufgabenteil (a) soll der Grenzwert

lim f(z) + g(x)

Tr—xo

bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll der Grenzwert

lim 7]‘(3:) —1
a—wo g(z) +1

bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) soll der Grenzwert

lim f(g(x))

Tr—rxo

bestimmt werden.
Vorkenntnisse Rechenregeln zu Grenzwerten, Stetigkeit, Folgenstetigkeit
Randomisierung Die Parameter a, b, c und d sind randomisierte, ganze Zahlen. Die Zahl
k ist eine ganzzahlige Zufallszahl zwischen 0 und 1.
Anpassung Die Funktionen f und g kénnen angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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mailto: tim.inoue@uni-due.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 168

3.3.2 Lipschitz-Stetigkeit

3.3.2.1 Lipschitz-Stetigkeit (1)

Tags Stetigkeit, Lipschitz
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Entscheiden Sie, ob die nachfolgende Funktion f stetig oder Lipschitz-stetig ist oder, ob keine von
beiden Eigenschaften auf f zutrifft.

(a) Die Funktion f:R — R,  f(x) = !
1+ x2

ist ‘ (Meine Auswahl zurlicksetzen) & |

(b) Die Funktion f:[0,1] — R,  f(x) = 4/x ist ‘ (Meine Auswahl zurlicksetzen) & |.

(c) Die Funktion f:R — R,  f(x) = xe* ist ‘ (Meine Auswahl zurlicksetzen) & |

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In Aufgabenteil (a) soll entschieden werden, ob die Funktion
[R—R, f(r)= —
1+ 22

stetig oder Lipschitz-stetig ist, oder, ob keine der beiden Eigenschaft
zutrifft. In Aufgabenteil (b) soll entschieden werden, ob die Funktion

F01] =R, f@)=a

stetig oder Lipschitz-stetig ist, oder, ob keine der beiden Eigenschaft

zutrifft. In Aufgabenteil (c) soll entschieden werden, ob die Funktion
fTR— R, f(x)=2ae"

stetig oder Lipschitz-stetig ist, oder, ob keine der beiden Eigenschaft

zutrifft.
Vorkenntnisse Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit
Randomisierung keine
Anpassung Die Funktion f kann in allen Aufgabenteilen angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.3.2.2 Lipschitz-Stetigkeit (2)

Tags Stetigkeit, Lipschitz
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Gegeben ist die stetige Funktion f:[-2,3] — R mit
f(x) = x% —2x.

Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig ist. Geben Sie dazu eine Lipschitz-Konstante L mit

[fG) = fWI < Lx -yl
furalle x, y € [-2,3] an.

Esist L =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die stetige Funktion

f:la,b] — R, f(z)=2"—cx

gegeben. Fiir f soll eine Lipschitz-Konstante L > 0 gefunden werden,

sodass

[f(x) = f(y)l < L]z -yl

fiir alle x,y € [a, b] gilt.

Vorkenntnisse Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit

Randomisierung Das Intervall [a, b] und der Koeffizient ¢ sind randomisierte, ganze Zah-
len mit a < b.

Anpassung Die Funktion f kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: tim.inoue@uni-due.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

3.4 Differentialrechnung

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln die Grundlagen der Differentialrechnung reeller Funk-

tionen. Sie umfassen die Untersuchung der Differenzierbarkeit und die Bestimmung der Ableitung so-

wohl elementarer Funktionen als auch Kompositionen von Funktionen. In weiteren Aufgaben werden

die Ketten- und Produktregel sowie die Ableitung von Quotienten auf beispielhaft angewendet.
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3.4.1 Differenzierbarkeit elementarer Abbildungen

3.4.1.1 Differenzierbarkeit (affin) linearer Funktionen

Tags Differenzierbarkeit, Ableitung, Lineare Funktion
Screenshot (Stand 16.09.2024)

Betrachten Sie fir a, b € R die (affin) lineare Funktion
fTR>R, x> bx+a.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar in jedem Punkt xo € R ist. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

(a) Bestimmen Sie y € R, sodass die Abbildung

J()=f(x0)
q:R—>[R,xr—>{ XXo 55
y X = X0

stetig in x( ist. Geben Sie gegebenenfalls x als x ein.

Esisty =

(b) Um zu zeigen, dass die Funktion g mit der von lhnen in Aufgabenteil (a) angegebenen
reellen Zahl y stetig ist, geben Sie zu beliebigem € > 0 ein § > 0 an, sodass fiir alle x € R
mit |[x — xo| < 6 gilt

[q(x) — g(x0)| < &.

Geben Sie gegebenenfalls € als epsilon und den Absolutbetrag |z| einer reellen Zahl z als

abs(z) ein.
Esistd =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit einer allgemeinen (affin)

linearen Funktion gezeigt und ihrer Ableitung bestimmt werden.
Vorkenntnisse Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit von reellen Funktionen
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.4.1.2 Differenzierbarkeit quadratischer Funktionen

Tags Differenzierbarkeit, Ableitung, Quadratische Funktion
Screenshot (Stand 03.09.2024)

Betrachten Sie fira, b € R und ¢ € R \ {0} die quadratische Funktion
fiR->R x—cx>+bx+a.

Zeigen Sie, dass f differenzierbar in jedem Punkt xo € R ist. Gehen Sie dazu wie
folgt vor.

(a) Bestimmen Sie y € R, sodass die Abbildung

f(0)—f(x0)
q:lR—>[R,x»—>{ X=X X # Xo
y X = Xo

stetig in x ist. Geben Sie gegebenenfalls x als x0 ein.

Esisty =

(b) Um zu zeigen, dass die Funktion g mit der von lhnen in Aufgabenteil (a)
angegebenen reellen Zahl y stetig ist, geben Sie zu beliebigem € > 0 ein und falls
moglich das gréBte § > 0 an, sodass fir alle x € R mit |x — x| < 6 gilt

lg(x) = q(xo)| < &.

Geben Sie gegebenenfalls £ als epsilon und den Absolutbetrag |z| einer reellen
Zahl z als abs(z) ein.

» Zur Forderung eines, falls méglich, gréBten 6 > 0

Esistd =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit einer allgemeinen quadra-

tischen Funktion gezeigt und ihrer Ableitung bestimmt werden.
Vorkenntnisse Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit von reellen Funktionen
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.4.1.3 Differenzierbarkeit von Kompositionen

Tags Differenzierbarkeit, Ableitung, Kettenregel, Produktregel
Screenshot (Stand 03.09.2024)

Betrachten Sie Funktion
x*sin(1) x#0
0 x=0"

Zeigen Sie, dass f differenzierbar ist.

f:R—»[R,xr—){

(a) Aus der Ketten- und der Produktregel folgt, dass die Restriktion
g: R\ {0} > R xm f(x)
differenzierbar ist. Bestimmen Sie die Ableitung g’ von g.

Esist g/ (x) =

(b) Bestimmen Sie y € R, sodass die Abbildung
f()—/(0)
q:IR—>[R,x»—>{ x=0 5520
y x=0
stetig in null ist.

Esisty =

(c) Um zu zeigen, dass die Funktion g mit der von lhnen in Aufgabenteil (b)
angegebenen reellen Zahl y stetig ist, geben Sie zu beliebigem £ > 0 ein und falls
moglich das gréBte 6 > 0 an, sodass firalle x € R mit |x — 0| < 6 gilt

lg(x) — q(0)] < e.
Geben Sie gegebenenfalls € als epsilon ein.

» Zur Forderung eines, falls moglich, groBten 6 > 0

Esisto =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit der Funktion f : R — R

mit f(0) =0 und mit f(z) = 2? sin(L) fiir 2 # 0 bewiesen werden. In
Aufgabenteil (a) soll dazu die Ableitung von f mithilfe der Ketten- und
der Produktregel aulerhalb von null bestimmt werden. In Aufgabenteil
(b) soll dann eine stetige Fortsetzung des Differenzenquotienten an null
bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) soll die Stetigkeit der in Aufga-
benteil (b) angegebenen Fortsetzung des Differenzenquotienten an null
bewiesen werden.

Vorkenntnisse Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit von reellen Funktionen, Ketten- und Produktregel

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.4.1.4 Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Tags Differenzierbarkeit, Ableitung, Betrag, Betragsfunktion
Screenshot (Stand 03.09.2024)

Betrachten Sie die Betragsfunktion
fR—->R,x+— |x].

Zeigen Sie, dass f stetig, aber nicht differenzierbar in null ist. Gehen Sie dazu wie
folgt vor.

(a) Geben Sie zu beliebigem € > 0 ein und falls mdglich das gréBte 6 > 0 an,
sodass fur alle x € R mit |[x — 0] < 4 gilt

[f(x) = f(O)] <e.

Geben Sie gegebenenfalls € als epsilon ein.

Esistd =

(b) Betrachten Sie flr beliebiges y € R die Abbildung

f(x)—f(0)
q:lR—»[R,x»—»{ x=0 x;éO.
y x=0

Geben Sie fiir alle y € R und alle 6 > 0 ein x € R\ {0} mit [x — 0] < 6 an,
sodass

lg(x) — q(0)] > 1.

ist. Unterscheiden Sie dabei die folgenden drei Falle. Geben Sie gegebenenfalls 6
als delta ein.

(i) Firy =0 istx =

(i) Fury < Qistx =

(iiiy Firy > Oistx =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die Betragsfunktion stetig,

aber nicht differenzierbar in null ist. In Aufgabenteil (a) soll gezeigt
werden, dass die Betragsfunktion stetig in null ist. In Aufgabenteil (b)
soll gezeigt werden, dass der Differenzenquotient an null keine stetige
Fortsetzung besitzt.

Vorkenntnisse Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-
keit von reellen Funktionen, Betragsfunktion

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 175

3.4.2 Bestimmung von Ableitungen und Rechenregeln

3.4.2.1 Ableitung Kettenregel

Tags Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Betrachten Sie die Funktionen
fTR->R, x— (5-x2—3-x+2)7,
g: R - [-1,1], x — sin(sin(x)),
h:R = [0,1],x = cos’(2 - x).

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f.

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esist g/(x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von A.

Esist '(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind drei Funktionen f(z), g(x), und h(z). Fiir diese Funktio-

nen sollen die ersten Ableitungen bestimmt werden, wobei die Ketten-
regel anzuwenden ist.

Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Kettenregel, Ableitung von
Potenz-, Sinus- und Kosinusfunktionen.

Randomisierung Die Funktionen f(z), g(x), und h(z) werden mit zufilligen Koeffizienten

und Exponenten generiert:
e f(x) ist eine Potenzfunktion mit einem Polynom als Basis
e g(z) ist eine verkettete Sinusfunktion
e h(z) ist eine Potenz einer Kosinusfunktion
Anpassung Die Wertebereiche der zufilligen Koeflizienten und Exponenten kénnen

angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein
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3.4.2.2 Ableitung Produktregel

Tags Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Betrachten Sie die Funktionen
f:(0,00) > R, x \/E-e’z‘x,
g:(+,00) > R, x> et In(8 - x),

h:(0,00) > R, x = 4-x%-In(x) - sin(8 - x).

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f.

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esistg’ (x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von A(x).

Esist i’ (x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind drei Funktionen f(x), g(x), und h(x). Fiir diese Funktionen

sollen die ersten Ableitungen bestimmt werden, wobei die Produktregel
anzuwenden ist.

Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Produktregel, Ableitung von
Exponential-, Logarithmus-, Potenz- und trigonometrischen Funktio-
nen.

Randomisierung Die Funktionen f(z), g(x), und h(x) werden mit zufilligen Koeffizienten

generiert:

e f(x) ist das Produkt einer Potenzfunktion und einer Exponenti-

alfunktion

e g(z) ist das Produkt einer Exponentialfunktion und einer Loga-

rithmusfunktion

e h(z) ist das Produkt einer polynomialen Funktion, einer Loga-

rithmusfunktion und einer Sinusfunktion

Anpassung Die Wertebereiche der zufélligen Koeffizienten kénnen angepasst wer-
den. Aktuell werden Werte zwischen 1 und 9 fiir die Koeffizienten ver-
wendet.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.4.2.3 Ableitung Quotient

Tags Differentialgleichung, Funktion, Ableitung
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Betrachten Sie die Funktionen
f:0.0) > R, x> 224
g:(0,0) >R, x — Cé‘:g)x)

(a) Bestimmen Sie die erste und zweite Ableitung von f mithilfe der
Quotientenregel.

(i) Esist f'(x) =
(i) Esist f"(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g mithilfe der Quotientenregel.

Esistg’ (x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind zwei Funktionen f(z) und g(x). Fiir diese Funktionen

sollen die Ableitungen unter Anwendung der Quotientenregel bestimmt

werden. Fiir f(x) ist zusitzlich die zweite Ableitung zu berechnen.
Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Quotientenregel, Ableitung von

Potenz-, Logarithmus- und trigonometrischen Funktionen.
Randomisierung Die Funktionen f(x) und g(x) werden mit zufiilligen Koeffizienten ge-

neriert:
e f(x) ist der Quotient zweier Polynome
e g(x) ist der Quotient einer Logarithmusfunktion und einer Kosi-

nusfunktion

Anpassung Die Wertebereiche der zufélligen Koeffizienten kénnen angepasst wer-
den. Aktuell werden Werte zwischen 2 und 6 fiir die meisten Koeffizi-
enten verwendet.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein
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3.4.2.4 Differentialrechnung Grundlagen (1)

Tags Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Betrachten Sie die Funktionen
fTR>R x— x*,
g R\ {0} > R,xm L,
h:(0,0) - R, x> L.

3
X6

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f.

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esist g’ (x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von h.

Esist i/ (x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind drei Funktionen f(z), g(z) und h(x). Fiir diese Funktio-

nen sollen die ersten Ableitungen bestimmt werden, wobei die Potenz-
regel fiir verschiedene Exponenten anzuwenden ist.

Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Potenzregel fiir positive, negative
und gebrochene Exponenten.

Randomisierung Die Funktionen werden mit zufilligen Exponenten generiert:
e f(x) = z™, wobel n eine positive ganze Zahl zwischen 2 und 9 ist

e g(x) = z™, wobei n eine negative ganze Zahl zwischen —2 und —9

ist

e h(x) =™, wobei n ein negativer Bruch ist

Anpassung Die Wertebereiche der zufilligen Exponenten kénnen angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.4.2.5 Differentialrechnung Grundlagen (2)

Tags Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Betrachten Sie die Funktionen

f R = [-1,1], x = cos(5 - x),

g:R = [-1,1],x > sin( ),

h:R - [-1,1], x = cos(3 - & - x).

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f.

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esistg’ (x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von h.

Esist i’ (x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind drei Funktionen f(z), g(x) und h(z), die trigonometrische

Funktionen mit linearen Argumenten darstellen. Fiir diese Funktionen
sollen die ersten Ableitungen bestimmt werden, wobei die Kettenregel
anzuwenden ist.

Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Kettenregel, Ableitungen von
Sinus- und Kosinusfunktionen.

Randomisierung Die Funktionen werden mit zufélligen Koeffizienten generiert:
e f(x) = cos(ax), wobel a eine ganze Zahl zwischen 2 und 9 ist
e g(x) =sin(bx), wobei b ein Bruch ist

e h(x) = cos(cx), wobei ¢ ein Vielfaches von 7 ist

Anpassung Die Wertebereiche der zufilligen Koeffizienten kénnen angepasst wer-
den.
Sonderoption Feedback unterdriicken: nein
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3.4.2.6 Differentialrechnung Grundlagen (3)

Tags Funktion, Ableitung, Differentialrechnung
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Betrachten Sie die Funktionen

f:R - (0,0), x >,
g:R— (O,oo),xr—>2-e7§,
h:(0,0) > R, x - In(5 - x),

t:(0,0) = R, x — ln(%).

(a) Bestimmen Sie die erste Ableitung von f.

Esist f/(x) =

(b) Bestimmen Sie die erste Ableitung von g.

Esistg’ (x) =

(c) Bestimmen Sie die erste Ableitung von h.

Esisth’(x) =

(d) Bestimmen Sie die erste Ableitung von £.

Esistt'(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben sind vier Funktionen f(z), g¢(z), h(z) und t(x), die

exponential- und logarithmische Funktionen mit linearen Argumenten
darstellen. Fiir diese Funktionen sollen die ersten Ableitungen bestimmt
werden, wobei die Kettenregel anzuwenden ist.

Vorkenntnisse Grundlagen der Differentialrechnung, Kettenregel, Ableitungen von
Exponential- und Logarithmusfunktionen.

Randomisierung Die Funktionen werden mit zufilligen Koeffizienten generiert:
o f(x) = e wobei a eine ganze Zahl zwischen 2 und 7 ist

e g(x) = be®, wobel b eine ganze Zahl zwischen 3 und 7 ist und ¢

ein negativer Bruch
e h(z) = In(dz), wobei d eine ganze Zahl zwischen 2 und 6 ist

e t(z) = In(ex), wobei e ein Bruch ist

Anpassung Die Wertebereiche der zufilligen Koeffizienten kénnen angepasst wer-
den.
Sonderoption Feedback unterdriicken: nein
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3.5 Integration, Eigenschaften und Methoden

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln Grundlagen der Integration reeller Funktionen. Die
Aufgaben umfassen die Bestimmung von Stammfunktionen, Integralen und uneigentlichen Integralen
unter Anwendung der Integrationsmethoden der partiellen Integration, Substitution und Partialbruch-

zerlegung. Weiterhin werden die Methoden in Anwendungsbeispielen erprobt.
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3.5.1 Ober- und Untersumme reeller Funktionen

3.5.1.1 Untersumme einer quadratischen Funktion bestimmen

Tags monoton, Untersumme, Integral, Funktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f* mit
f£:00,1] — R, f(x)= x>

Bestimmen Sie die Untersumme U,, von f auf dem Intervall I = [0, 1], wenn I Aquidistant in
n > 1 Teile zerlegt wird.

EsistU, =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die Funktion

f:0,1] — R, f(z) =22

gegeben. Es soll die Untersumme U, von f auf dem Intervall T = [0, 1]

bestimmt werden, wenn I dquidistant in n > 1 Teile zerlegt wird.

Vorkenntnisse Untersumme, Integral
Randomisierung keine
Anpassung Die Funktion f kann fiir eine erhdhte Schwierigkeit angepasst werden,

sofern es fiir die Untersumme U, eine geschlossene Formel gibt.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.1.2 Integration von Regelfunktionen (1)

Tags Integral, Treppenfunktion, Regelfunktion, gleichméfige Konvergenz
Screenshot (Stand 16.09.2024)

Betrachten Sie die Funktion
f:[0,1] > R, x> x
und fur alle n € N die Treppenfunktion
[2" - x]
T, :[0,1] - R, x — f(z—">

» GauBklammer

Die folgende Abbildung zeigt die Funktionsgraphen von f und T, fir n € {0,1,...,6}.
Mithilfe des Schiebreglers lasst sich n variieren.

A

1

0.9
0.8
0.7
0.6

T
0.5

0.4
0.3
0.2 £

0.1

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

01| O 1 — 0 + €« v 1>

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (7},),en gleichmaBig gegen f konvergiert und
damit f eine Regelfunktion ist. Bestimmen Sie dazu fir festes k € N die Menge Ny aller
nattrlichen Zahlen n, sodass fiir alle x € [0, 1] gilt

1
[/ () = T(0)] < 2—,(

Esist Ny = {n € N| }.
(b) Berechnen Sie das Integral von T, in Abh&ngigkeit von n.

Esist/T,, =

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (/ T)nen-

Esist lim [ T, =

n—o0o

(d) Geben Sie das Integral von f an.

Esist/f:

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 185

Thema In dieser Aufgabe soll das Integral der Funktion f : [0,1] — R mit
f(x) = x bestimmt werden. In Aufgabenteil (a) soll gezeigt werden,
dass eine gegebene Folge von Treppenfunktionen gleichmifig gegen f
konvergiert und damit f eine Regelfunktion ist. In Aufgabenteil (b) sol-
len die Integrale der Glieder der Folge der Treppenfunktionen bestimmt
werden. In Aufgabenteil (¢) und (d) soll der Grenzwert der Folge von
Integralen aus Aufgabenteil (b) bestimmt und damit das Integral von
f angegeben werden.

Verbotene Worter int, limit

Vorkenntnisse Kenntnis von Treppenfunktionen und Regelfunktionen und den zu-

gehorigen Integralbegriffen, gleichméfiige Konvergenz, Gau-Klammer

Randomisierung keine
Anpassung keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.1.3 Integration von Regelfunktionen (2)

Tags Integral, Treppenfunktion, Regelfunktion, gleichméfige Konvergenz
Screenshot (Stand 16.09.2024)

Betrachten Sie die Funktion
f:00,1] » R, x > x>
und fur alle n € N die Treppenfunktion
[2" - x]
T, :[0,1] > R, x — f(z—">

» GauBklammer

Die folgende Abbildung zeigt die Funktionsgraphen von f und T, fir n € {0,1,...,6}.
Mithilfe des Schiebreglers lasst sich n variieren.

A

1

0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4

03 [Ty

0.2

0.1 f

v

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

01| O 1 — 0 + €« v 1>

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (7},),en 9leichmaBig gegen f konvergiert und
damit f eine Regelfunktion ist. Bestimmen Sie dazu fir festes k € N die Menge Ny aller
natirlichen Zahlen n, sodass fiir alle x € [0, 1] gilt

1
[/ () = T(x)] < e

Esist Ny = {n € N| }.
(b) Berechnen Sie das Integral von T, in Abh&ngigkeit von n.

Esist/T,, =

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (/ T)nen-

Esist lim [ T, =

n—oo

(d) Geben Sie das Integral von f an.

Esist/f:

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema In dieser Aufgabe soll das Integral der Funktion f : [0,1] — R mit
f(xz) = 22 bestimmt werden. In Aufgabenteil (a) soll gezeigt werden,
dass eine gegebene Folge von Treppenfunktionen gleichmifig gegen f
konvergiert und damit f eine Regelfunktion ist. In Aufgabenteil (b) sol-
len die Integrale der Glieder der Folge der Treppenfunktionen bestimmt
werden. In Aufgabenteil (¢) und (d) soll der Grenzwert der Folge von
Integralen aus Aufgabenteil (b) bestimmt und damit das Integral von
f angegeben werden.

Verbotene Worter int, limit

Vorkenntnisse Kenntnis von Treppenfunktionen und Regelfunktionen und den zu-

gehorigen Integralbegriffen, gleichméfiige Konvergenz, Gau-Klammer

Randomisierung keine
Anpassung keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.2 Bestimmte Integrale

3.5.2.1 Integrale berechnen (1)

Tags Integral, Stammfunktion, elementare Funktion
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben sei die Funktion f:R \ {0} — R mit

f(x) = ;sin(x) + %

4
Berechnen Sie das Integral /f(x) dx. Geben Sie dafiir das exakte

2
Ergebnis an. Verwenden Sie gegebenenfalls Eingaben wie sin(x) oder

cos(x).

4
Es ist/f(x) dx =
2

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe ist die stetige Funktion

_1\k
fiR\{0} — R, f(z)=asin(z)+ ( xi)

gegeben. Es soll das bestimme Integral

/1:1 flx)dx

mit g, x1 € (0,00) \ {0} und z¢ < 1 berechnet werden.

Vorkenntnisse Stetigkeit, Stammfunktion, bestimmtes Integral
Randomisierung Die Parameter a,b und k sind randomisierte ganze Zahlen.
Anpassung Die Funktion f kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.2.2 Durchfluss durch einen Wasserschlauch

Tags stiickweise Funktion, Integral, Durchfluss
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Durch einen Schlauch mit Durchmesser 1.5c¢cm flieBt Wasser. Die
FlieBgeschwindigkeit lasst sich als Funktion der Zeit auffassen und

betragt:

0 t<0

0.4 t €[0,1]

v(t) =<04 t € [1,20]

8§4—-04r 1t e [20,21]

0 t>21
Dabei werden die Geschwindigkeit in % und die Zeit ¢ in Sekunden
angegeben.
» Hinweis

Berechnen Sie das Volumen des durch den Schlauch geflossenen
Wassers. Geben Sie |hre Antwort als Dezimalzahl an, indem Sie auf 2
Stellen nach dem Komma runden.

Das Volumen betragt Liter.
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Oskar Riedler
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist eine stiickweise definierte Funktion
0 t<0
at? t €10,1]
v(t) =14 a t € [1,20]
a(21 —t) t€]20,21]
0 t>21

gegeben, die die FlieBgeschwindigkeit eines Schlauches mit Durchmesser
d beschreibt. Es soll das Volumen des durch den Schlauch geflossenen

Wassers berechnet und auf 2 Nachkommastellen gerundet angegeben

werden.
Randomisierung Die Parameter a und d sind randomisiert.
Anpassung keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.2.3 Fliche zwischen Graph und z-Achse berechnen

Tags Integral, Flachenberechnung, eingeschlossene Fliche, Stammfunktion
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f : R — R mit

i) = %xi

Berechnen Sie die Flache A, die zwischen dem Graphen von f und der x-
Achse auf dem Intervall [6, 8] eingeschlossen wird, in Flicheneinheiten

(FE).
Esist A = (FE).
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe ist die Funktion

f:R—R, f(z)=czk

gegeben. Es soll die Fliche A, die zwischen dem Graphen von f und der
a-Achse auf dem Intervall [a, b] eingeschlossen wird, in Fldcheneinheiten
(FE) berechnet werden .

Randomisierung Die Parameter a, b, ¢ und k sind randomisiert mit a < b.
Anpassung Die Funktion f kann angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.2.4 Bestimmte Integrale (1)

Tags Integral, Substitution.
Screenshot (Stand 27.08.2024)
Berechnen Sie das bestimmte Integral der Funktion:
2z
fRR z— —.
V7z2+6

Verwenden Sie sqrt(x) fir 4/ im Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie Brliche nicht in
Dezimalform an.

3b

Es ist f f(z)dz :‘
~2b
mit b > 0.
Autor Michael Kubocz (RWTH)
Idee Michael Kubocz
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Die Stammfunktion ist eine Wurzelfunktion, die mit Hilfe einer Substi-

tution berechnet werden kann.
Verbotene Worter Integrate.
Vorkenntnisse Stammfunktion, Substitution.
Randomisierung Unabhéngige Parameter im Zé&hler und Nenner der zu integrierenden

Funktion und in Integralgrenzen werden zufillig und als ganzzahlig

gewahlt.
Anpassung Funktion und Integralgrenzen kénnen angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.2.5 Bestimmte Integrale (2)

Tags Integral, Substitution.
Screenshot (Stand 28.08.2024)
Berechnen Sie das bestimmte Integral der Funktion:
5T
R>R, z— ———.
J ’ 622+ 8

Verwenden Sie log(x) fir den natirlichen Logarithmus In und abs(x) fiir |:1:|

im Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie Briiche nicht in Dezimalform an.

5b
Es ist / f(z)d=z :| L
b2
mitb > 0.
Autor Michael Kubocz| (RWTH)
Idee Michael Kubocz
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Die Stammfunktion ist eine Logarithmusfunktion, die mit Hilfe einer

Substitution berechnet werden kann.
Verbotene Worter Integrate.
Vorkenntnisse Stammfunktion, Substitution.
Randomisierung Unabhéngige Parameter im Z&hler und Nenner der zu integrierenden

Funktion und in Integralgrenzen werden zufillig und als ganzzahlig

gewahlt.
Anpassung Funktion und Integralgrenzen kénnen angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.2.6 Bestimmte Integrale (3)

Tags Integral, partielle Integration.
Screenshot (Stand 28.08.2024)
Berechnen Sie das bestimmte Integral der Funktion:
f:R—>R, z+> 8 cos(5z) sin(5z).

Verwenden Sie sin(x) bzw. cos(x) fur die trigonometrischen Funktionen im
Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie Briiche nicht in Dezimalform an.

5

Es ist[f(:n) dz :‘

3

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die Stammfunktion ist eine trigonometrische Funktion, die mit Hilfe

einer partiellen Integration berechnet werden kann.

Verbotene Worter Integrate.

Vorkenntnisse Stammfunktion, partielle Integration.

Randomisierung Zwei Unabhéngige Parameter im Integranden und beide Integralgrenzen
werden zuféllig und als ganzzahlig gewéhlt.

Anpassung Funktion und Integralgrenzen kénnen angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.2.7 Bestimmte Integrale (4)

Tags Integral, Partialbruchzerlegung, Substitution.
Screenshot (Stand 28.08.2024)
Berechnen Sie das bestimmte Integral der Funktion:
f:R>R, z— 71:2+31:+2’

Verwenden Sie log(x) fiir den nattirlichen Logarithmus Inz und abs(x) fir |z| im Ergebnisfeld. Des
Weiteren, geben Sie Briiche nicht in Dezimalform an.

Es ist/bf(m) dm:[

mitb > a > 0.
Autor Michael Kubocz| (RWTH)
Idee Michael Kubocz
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Die Stammfunktion ist eine Summe aus Logarithmusfunktionen, die mit

Hilfe einer Partialbruchzerlegung (nur Linearfaktoren) und anschlieBen-
der Substitution berechnet werden kann.

Verbotene Worter Integrate.

Vorkenntnisse Stammfunktion, Partialbruchzerlegung, Substitution.

Randomisierung Zahler und beide Nullstellen des Nenners werden zufillig und als ganz-
zahlig gewahlt.

Anpassung Keine.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.2.8 Bestimmte Integrale (5)

Tags Integral, Substitution.
Screenshot (Stand 28.08.2024)
Berechnen Sie das bestimmte Integral der Funktion:
4 sin(2z)
f:RoR, z—

sin(z) + cost(z)’

Verwenden Sie %pi fir die Kreiszahl 7 im Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie
Briiche nicht in Dezimalform an.

Esist [ f(z)dz :‘
/

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die Stammfunktion ist eine Arkustangensfunktion, die mit Hilfe von tri-

gonometrischen Additionstheoremen und einer Substitution berechnet
werden kann.

Verbotene Worter Integrate.

Vorkenntnisse Stammfunktion, Substitution, trigonometrischen Additionstheoreme.

Randomisierung Ganzzahliger Parameter im Z#hler und ganzahliges Vielfaches von /4
(Liste) in der oberen Integralgrenze werden zufillig gewihlt.

Anpassung Obere Integralgrenze kann angepasst werden.

Verbotene Worter int, limit

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.2.9 Triagheitsmoment Platte

Tags Integral, Trigheitsmoment
Screenshot (Stand 16.09.2024)
Sei P eine Platte mit stetiger Massenverteilung. Die folgende Abbildung zeigt P als
Teilmenge
3 1 1
M = {(x1,x2,x3) ER’[0<x; < 1,0 < x; le,—z <x3 < 5
des R>. Die Massendichte von P I3sst sich als Funktion
EM
:[R3—>[R,x= X1,X2,X »—»{XZ X
p (x1,x2,x3) 0 x¢M
modellieren.
X3
el=0.10m
X:
X1
(@]
O az=0412m

) Bestimmen Sie die Masse

m = /// (x)d*x

von P.

Esistm =

(b) Bestimmen Sie die Koordinaten

X = L ///xip(x)d3x, i€ {1,2,3)
m

des Massenmittelpunkts (%, %, %3) € R® von P. Geben Sie einen Punkt (a,b,c) als
[a,b,c] ein.

Esist (x1, X2, X3) =

c) Berechnen Sie fiir alle i € {1,2,3} das Massentragheitsmoment

I = /// ri(x)? p(x) d*x

von P beziiglich der i-ten Koordinatenachse A; = {(xi,x,x3) C R? | x;=0,j#i}.
Dabei bezeichne r;(x) den euklidischen Abstand zwischen x und A;. Geben Sie I; fir alle
€ {1,2,3} jeweils als ein Vielfaches der Masse m von P an.

(i) Esist I, = m.

(i) Esist I, = m.

(iii) Es ist I, = m.
Autor Emma van der Smagt (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Verbotene Worter
Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

In dieser Aufgabe sollen die Massentriagheitsmomente einer Platte ste-
tiger Massendichte bestimmt werden. Die Platte ist dabei durch An-
gabe von Schranken fiir die z-, y- und z-Koordinaten in ihrer Ausdeh-
nung bestimmt. In Aufgabenteil (a) soll die Masse der Platte bestimmt
werden. In Aufgabenteil (b) sollen die Koordinaten des Massenmittel-
punkts der Platte bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) sollen die Mas-
sentrégheitsmomente der Platte beziiglich der drei Koordinatenachsen
bestimmt und als Vielfache der Masse der Platte angegeben werden.
int, limit

Integration, Satz von Fubini

Die Schranken der z-, y- und 2-Koordinaten der Platte sowie die Mas-
sendichte sind randomisiert.

keine

Feedback unterdriicken: nein

[D)er-sa |
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3.5.2.10 Waiarmeleitung im Rundstab

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Verbotene Worter
Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Integral, Warmewiderstand, Warmestrom

(Stand 16.09.2024)

Ein Rundstab der Lange [ aus einem Material der Warmeleitfahigkeit k wird als Warmeleiter
untersucht. Der Durchmesser des Stabs wird als Funktion

d:[0,]] - (0,00), x = do(ax + 1)

in Abhangigkeit des Abstands x zu einem der Enden des Stabs modelliert. Der
(infinitesimale) Warmestrom

I(x) = =k A(x) T’ (x)

im Stab wird im Folgenden als konstant angenommen.

zu (a) Bestimmen Sie die Querschnittsflache A(x) in Abhangigkeit des Abstands x zu einem
der Enden des Stabs. Geben Sie gegebenenfalls d( als d_0 und 7z als %pi ein.

Esist A(x) =

zu (b) Bestimmen Sie die Temperaturdifferenz
AT =T() — T(0)

zwischen den beiden Enden des Stabs und geben sie diese in Abhangigkeit des konstanten
Warmestroms I, der Lange [ und der Warmeleitfahigkeit k an.

Esist AT =

Emma van der Smagt| (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird ein Rundstab [ aus einem Material der
Waérmeleitfahigkeit & als Wéarmeleiter untersucht. Der Durchmesser
des Stabs wird als Funktion d : [0,]] — (0,00), © — dp(ax + 1) in
Abhéngigkeit des Abstand x von einem der Enden des Stabs modelliert.
In Aufgabenteil (a) soll zunéchst die Querschnittsfliche in Abhéngigkeit
des Abstands x von einem der Enden des Stabs bestimmt werden. In

Aufgabenteil (b) soll aus den als konstant angenommenen Wirmestrom
I(z) = -k A(x) T' ()

die Temperaturdifferenz AT zwischen den beiden Enden des Stabs be-
stimmt werden.

int, limit

Integration

keine

keine

Feedback unterdriicken: nein
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3.5.2.11 Ladungsdichte Gewitterwolke

Tags Integral, Ladung, Strom
Screenshot (Stand 16.09.2024)

Gewitter kann man physikalisch als Wetterphanomen auffassen, bei dem sich
Entladungsvorgange, "Blitze" in der Atmosphare ereignen. Den Entladungsvorgangen gehen
Ladungstrennungen innerhalb von Wolken oder zwischen Wolken und dem Erdboden voraus.

Im Folgenden wird angenommen, dass eine Wolke mit einem zeitabhéangigen Strom
— O — _1
(1) = 0(r) =

aufgeladen und damit zur Gewitterwolke wird. Die zeitabhéngige Ladung Q der
Gewitterwolke ist zu Beginn des Aufladens identisch Q(0) = 0. Bestimmen Sie die Ladung
Q(1) der Gewitterwolke nach der Zeit 1 des Aufladens.

EsistQ(1) =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Ladung @ einer Gewitterwolke bestimmt wer-

den, die von einem zeitabhidngigen Strom I(t) = Q'(t) geladen wird.

Verbotene Worter int, limit
Vorkenntnisse Integration, Ladung und Strom
Randomisierung Der Funktion, die den zeitabhingigen Strom beschreibt, wird zuféllig

aus einer Liste von Funktionen ausgewihlt.

Anpassung Die Liste von Funktionen kann um geeignete Funktionen erginzt wer-
den.
Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: emma.vandersmagt@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS

200

3.5.2.12 Micromouse

Tags

Screenshot

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Integral, Rekonstruktion, Geschwindigkeit, Beschleunigung
(Stand 16.09.2024)

Ein autonomes Fahrzeug, gennant Micromouse-Roboter, erkundet ein Labyrinth. Untersuchen Sie
anhand von Bewegungsdaten den Weg des Micromouse-Roboter bei seiner Erkundungsfahrt und
stellen Sie eine Vermutung zum verwendeten Losungsalgorithmus auf. Gehen Sie dabei wie folgt vor.

» Micromouse-Roboter

Das in dieser Aufgabe zu untersuchende Labyrinth besteht aus quadratischen Zellen, die in einem
(4 X 4)-Raster angeordnet sind. Die Wege im Labyrinth werden durch an den Seiten der Zellen
angebrachte Wande gebildet. Zellen, die nicht durch eine Wand getrennt werden, heiBen
benachbart. Die folgende Abbildung zeigt schematisch das zu untersuchende Labyrinth, den
Startpunkt .S’ und den Zielpunkt Z .

Der Micromouse-Roboter beginnt seine Erkundungsfahrt am Startpunkt .S und folgt einem
Lésungsalgorithmus bis er am Zielpunkt Z angekommen ist. Dabei bewegt sich der Micromouse-
Roboter geradlinig vom Mittelpunkt einer Zelle zu dem Mittelpunkt einer benachbarten Zelle. Der
Micromouse-Roboter fahrt stets vorwarts und dndert seine Bewegungsrichtung durch Drehungen
von 90° oder 180° um die Hochachse jeweils an den Mittelpunkten der Zellen. Die folgende

Abbildung zeigt die longitudinale Beschleunigung des Micromouse-Roboter in Cg—'," aufgezeichnet

gegen die Zeit in s im Verlauf seiner 88 -sekiindigen Erkundungsfahrt.

6.0

4.0

20

[D)evsa |
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(a) Bestimmen Sie die Hochstgeschwindigkeit vjs des Micromouse-Roboters wahrend seiner
Erkundungsfahrt mithilfe der oben angegebenen Bewegungsdaten und geben Sie diese in % bis auf
2 signifikante Stellen genau an.

Esistvy =

(b) Untersuchen Sie das Labyrinth und geben Sie mithilfe der schematischen Darstellung des
Labyrinths und der Bewegungsdaten des Micromouse-Roboters die ungefahren Abmessungen des
Labyrinths an. Gehen Sie dabei wie folgt vor.

(i) Bestimmen Sie die Seitenldnge [z einer Zelle des Labyrinths und geben Sie diese in m bis auf 2
signifikante Stellen genau an.

Esistly =

(i) Bestimmen Sie die Seitenldange /; des Labyrinths und geben Sie diese in m bis auf 2 signifikante

Stellen genau an.

Esistl; =

(c) Geben Sie mithilfe der schematischen Darstellung des Labyrinths und der Bewegungsdaten des
Micromouse-Roboters an, welche Zellen des Labyrinths der Micromouse-Roboter wahrend seiner
Erkundungsfahrt besucht hat. Markieren Sie dazu die von dem Micromouse-Roboter besuchten
Zellen in der obigen Abbildung des Labyrinths durch Klicken auf die entsprechende Zelle. Markierte
Zellen zeigen ein Kreuz und sind rot gekennzeichnet, nicht markierte Zellen zeigen kein Kreuz und
sind blau gekennzeichnet.

(d) Rekonstruieren Sie einen Losungsalgorithmus fiir die Erkundungsfahrt des Micromouse-
Roboters, der den obigen Bewegungsdaten entspricht. Vervollstandigen Sie dazu den folgenden
Pseudocode.

Start
Setze Micromouse-Roboter auf Startpunkt

Solange Micromouse-Roboter nicht am Zielpunkt ist

Wenn der Weg nach| (Meine Auswahl zurilicksetzen) & |freiist

Drehe Micromouse-Roboter nach

(Meine Auswahl zuriicksetzen) % ‘

Sonst Wenn der Weg nach vorne frei ist

Tue nichts

freiist

Sonst Wenn der Weg nach‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) &

Drehe Micromouse-Roboter nach| (Meine Auswahl zuriicksetzen)

“

Sonst

“

Drehe Micromouse-Roboter nach ‘ (Meine Auswahl zurlicksetzen)

Drehe Micromouse-Roboter nach

(Meine Auswahl zurlicksetzen) % ‘

Ende Wenn
Bewege Micromouse-Roboter nach vorne

Ende Solange

Ende
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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Thema

Verbotene Worter

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

In dieser Aufgabe soll der Weg und der zugrundeliegende
Losungsalgorithmus eines autonomen Fahrzeuges / Roboters wihrend
der Erkundungsfahrt durch ein Labyrinth anhand von Bewegungs-
daten untersucht werden: Gegeben sind ein quadratisches Labyrinth
mit Start- und Zielpunkt und der zeitliche Verlauf longitudinaler
Beschleunigungsdaten des Roboters wihrend seiner Erkundungsfahrt.
In Aufgabenteil (a) soll die maximale Geschwindigkeit des Roboters
bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll die Seitenlénge der Zellen
und die des Labyrinths bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) sollen die
von dem Roboter besuchten Zellen des Labyrinths markiert werden.
In Aufgabenteil (d) soll ein moglicher Lésungsalgorithmus, dem der
Roboter folgt, rekonstruiert werden, indem ein Liickentext geeignet
ergéanzt wird.

int, limit

Rekonstruktion von Geschwindigkeit und zuriickgelegtem Weg bei An-
gabe konstanter Beschleunigung, Pseudocode lesen und verstehen

Das Labyrinth wird mithilfe einer Variante des Aldous-Broder Algo-
rithmus bis auf wenige Zellen des Labyrinths zufillig erzeugt, sodass
mithilfe der Bewegungsdaten des Roboters die einzelnen Aufgabenteile
gelost werden konnen. Die konstante Beschleunigung des Roboter wird
zufiillig als ganze Zahl zwischen 3 und 7 jeweils einschliefllich mit der
Einheit 7 ausgewéhlt. Dies bestimmt unter anderem die Abmessun-
gen der Zellen und des Labyrinths. Die priorisierte Richtung bei Rich-
tungsdnderung des Roboters wird zufillig zwischen links und rechts
ausgewihlt. Die Randomisierung hat keine bis geringe Auswirkungen
auf den Schwierigkeitsgrad dieser Aufgabe.

Die GroBe des quadratischen Labyrinths kann durch die Wahl der An-
zahl n (n > 3) der Zellen jeder Seite des Labyrinths verindert werden.

Feedback unterdriicken: ja
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3.5.3 Partielle Integration

3.5.3.1 Partielle Integration (1)

Tags Partielle Integration, Integral
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f* mit

fIR— R, f(x)=—-12xe**.

Berechnen Sie das unbestimmte Integral /f(x) dx mithilfe der partiellen Integration.

Gehen Sie dabei schrittweise vor.

» Partielle Integration
(a) Bestimmen Sie zunichst eine geeignete Zerlegung f(x) = u(x) - v/ (x) des Integranden
f(x).

Es sind u(x) = und v/ (x) =

(b) Bestimmen Sie u’ und v, indem Sie u ableiten und v’ unbestimmt integrieren.

Es sind u/(x) = und v(x) =

(c) Berechnen Sie anschlieBend das unbestimme Integral /f(x) dx.

Esist/f(x) dx = /—12xe‘4" dx =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

/f(x) dz

mithilfe der partiellen Integration berechnet werden, wobei f ein Pro-

dukt von differenzierbaren Funktionen v und v ist mit

In Aufgabenteil (a) sollen zunichst geeignete Wahlen fiir  und v’ ange-
geben werden. In Aufgabenteil (b) sollen dann «’ und v durch Ableitung
und unbestimmte Integration bestimmt werden. In Aufgabenteil (c) soll
schliellich das unbestimmte Integral iiber f mithilfe der partiellen In-
tegration und den Aufgabenteilen (a) und (b) berechnet werden.

Vorkenntnisse Partielle Integration, Integral

Randomisierung Die Funktionen u und v werden randomisiert aus einer Liste von diffe-
renzierbaren Funktionen gewahlt.

Anpassung Die Liste der Funktionen fiir v und v kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.5.3.2 Partielle Integration (2)

Tags Partielle Integration, Integral, Trigonometrie

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f mit
fIR— R, f(x)= —6 cos(x) sin(x).

Berechnen Sie das unbestimmte Integral /f(x) dx mithilfe der partiellen Integration.
Gehen Sie dabei schrittweise vor.

» Partielle Integration
(a) Bestimmen Sie zunichst eine geeignete Zerlegung f(x) = u(x) - v/ (x) des Integranden
f(x).

Es sind u(x) = und v/ (x) =

(b) Bestimmen Sie &’ und v, indem Sie u ableiten und v’ unbestimmt integrieren.

Es sind u/(x) = und v(x) =

(c) Berechnen Sie anschlieBend das unbestimme Integral /f(x) dx.

Es ist /f(x) dx = /—6 cos(x) sin(x) dx =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

/f(x) dz

mithilfe der partiellen Integration berechnet werden, wobei f ein Pro-
dukt von differenzierbaren, trigonometrischen Funktionen v und v ist

mit

In Aufgabenteil (a) sollen zunichst geeignete Wahlen fiir v und v’ ange-
geben werden. In Aufgabenteil (b) sollen dann «’ und v durch Ableitung
und unbestimmte Integration bestimmt werden. In Aufgabenteil (c¢) soll
schliefSlich das unbestimmte Integral iiber f mithilfe der partiellen In-
tegration und den Aufgabenteilen (a) und (b) berechnet werden.

Vorkenntnisse Partielle Integration, Integral, Trigonometrie

Randomisierung Die Funktionen v und v werden randomisiert aus einer Liste von diffe-
renzierbaren Funktionen gewahlt.

Anpassung Die Liste der Funktionen fiir v und v kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.5.3.3 Partielle Integration und Integration durch Substitution

Tags Partielle Integration, Substitution, Integral, Stammfunktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)
Berechnen Sie das unbestimmte Integral
/(93(2 + 4x) cos(3 x>+ 2x2) dx.

Gehen Sie dazu schrittweise vor.

(a) Wahlen Sie die Integrationsmethode aus, die sich zum Losen des unbestimmten Integrals
/f(x) dx mit f(x) = (9 x? + 4x) cos(3 x>+ 2x2) eignet. Geben Sie anschlieBend

eine entsprechende Zerlegung von f(x) durch Funktionsterme u(x) und v(x) an. Beachten
Sie dazu den Hinweis zur Zerlegung.

» Hinweis zur Zerlegung von f

Die gewahlte Integrationsmethode ist‘ (Meine Auswahl zurlicksetzen) & |

Es sind u(x) = und v(x) =

(b) Berechnen Sie anschlieBend das unbestimmte Integral
/(9 x2 + 4x) 003(3 x>+ 2x2) dx mithilfe der von Ihnen in Aufgabenteil (a) gewahlten

Integrationsmethode.

Esist/(9x2 +4x) cos(3x3 +2x2)dx =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Emma van der Smagt

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

/f(x) dz

mithilfe der partiellen Integration oder Integration durch Substitution
berechnet werden, wobei f ein Produkt oder eine Komposition von

differenzierbaren Funktionen u und v ist mit

F(@) = u(@) - v/ (x) oder f(z) = o (v(x)) - v/(2).

In Aufgabenteil (a) sollen zuniichst die geeignete Integrationsmethode
und Wahlen fiir v und v angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll
dann das unbestimmte Integral iiber f mit der in (a) gewéhlten Inte-
grationsmethode berechnet werden.

Vorkenntnisse Partielle Integration, Substitution, Integral

Randomisierung Die Funktionen w und v werden randomisiert aus einer Liste von diffe-
renzierbaren Funktionen gewahlt.

Anpassung Die Liste der Funktionen fiir v und v kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.5.3.4 Bestimmung von Stammfunktionen mit partieller Integration (1)

Tags Partielle Integration, trigonimetrische Funktionen

Screenshot (Stand 03.09.2024)

Bestimmen Sie mithilfe partieller Integration eine Stammfunktion F' der Funktion
f:R > R, x — x sin(x).
Gehen Sie dazu wie folgt vor.

» Partielle Integration

(a) Bestimmen Sie eine fiir die partielle Integration von f geeignete Zerlegung
f(x) = u(x) - V' (x) von f und geben Sie die Funktionen i und v an.

(i) Es ist u(x) =

(i) Esist v(x) =

(b) Geben Sie eine Stammfunktion von F an.

Esist F(x) =
Autor Emma van der Smagt (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe partieller Integration die Stammfunktion

der Funktion
f:R—=R, 2~ 2"T(az)

bestimmt werden. Dabei sind T' € {sin, cos}, a € {0,1,2,...,6} und k €
{1,2}. In Aufgabenteil (a) sollen Funktionen » und v angegeben werden,
die eine Zerlegung f(z) = u(x)v'(x) von f erlauben. In Aufgabenteil
(b) soll mithilfe der Zerlegung aus Aufgabenteil (a) eine Stammfunktion

von f angegeben werden.

Verbotene Worter int, limit
Vorkenntnisse partielle Integration
Randomisierung Die zu integrierende Funktion f wird zufiillig aus einer Liste von Funk-

tionen ausgewéhlt.

Anpassung Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen
erginzt werden. Da die Zerlegung von f in uw und v’ nicht automati-
siert vorgenommen wird, miissen Sie die entsprechenden Listen um eine
geeignete Zerlegung ergénzen.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.5.3.5 Bestimmung von Stammfunktionen mit partieller Integration (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Verbotene Worter
Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Partielle Integration, e-Funktion, In-Funktion

(Stand 03.09.2024)

Bestimmen Sie mithilfe partieller Integration eine Stammfunktion F' der Funktion

f:[R>0—>[R,xr—>@.

Gehen Sie dazu wie folgt vor.

» Partielle Integration

(a) Bestimmen Sie eine fiir die partielle Integration von f geeignete Zerlegung
f(x) = u(x) - v'(x) von f und geben Sie die Funktionen u und v an.

(i) Esist u(x) =

(ii) Esist v(x) =

(b) Geben Sie eine Stammfunktion von F an.

Esist F(x) =

Emma van der Smagt| (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll mithilfe partieller Integration die Stammfunktion
der Funktion

f:Rsp = R, az™ In(z)™

bestimmt werden. Dabei sind ¢ € 1,2 und (n,m) €
{(2,1),(0,2),(—1,1),(3,1),(4,1),(5,1)}. In Aufgabenteil (a) sol-
len Funktionen w und v angegeben werden, die eine Zerlegung
f(z) = u(z)v'(z) von f erlauben. In Aufgabenteil (b) soll mithilfe der
Zerlegung aus Aufgabenteil (a) eine Stammfunktion von f angegeben
werden.

int, limit

partielle Integration

Die zu integrierende Funktion f wird zuféllig aus einer Liste von Funk-
tionen ausgewéhlt.

Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen
erginzt werden. Da die Zerlegung von f in uw und v’ nicht automati-
siert vorgenommen wird, miissen Sie die entsprechenden Listen um eine
geeignete Zerlegung ergénzen.

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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3.5.3.6 Bestimmung von Stammfunktionen mit partieller Integration (3)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Verbotene Worter
Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Partielle Integration, doppelte Partielle Integration
(Stand 16.09.2024)

Bestimmen Sie mithilfe partieller Integration eine Stammfunktion F der Funktion
fiR =5 R, x - x2e.
Gehen Sie dazu wie folgt vor.

» Partielle Integration

(a) Bestimmen Sie eine fir die partielle Integration von f geeignete Zerlegung
f(x) = u(x) - V' (x) von f und geben Sie die Funktionen & und v an.

(i) Esistu(x) =

(i) Es ist v(x) =

(b) Geben Sie eine Stammfunktion von F an. Bitte beachten Sie, dass dazu eventuell eine
weitere partielle Integration notwendig ist.

Esist F(x) =

Emma van der Smagt| (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll mithilfe zweifacher partieller Integration die

Stammfunktion der Funktion
f:Rso = R, zFe™ T(z)"

bestimmt werden. Dabei sind T € {sin,cos} und (k,m,n) €
{(2,1,0),(0,1,1),(2,0,1)}. In Aufgabenteil (a) sollen Funktionen v und
v angegeben werden, die eine Zerlegung f(x) = u(z) v'(z) von f erlau-
ben. In Aufgabenteil (b) soll mithilfe der Zerlegung aus Aufgabenteil
(a) eine Stammfunktion von f angegeben werden.

int, limit

partielle Integration

Die zu integrierende Funktion f wird zuféllig aus einer Liste von Funk-
tionen ausgewahlt.

Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen
erginzt werden. Da die Zerlegung von f in uw und v’ nicht automati-
siert vorgenommen wird, miissen Sie die entsprechenden Listen um eine
geeignete Zerlegung ergénzen.

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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3.5.3.7 Magnetfeld Scheibe

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Biot-Savart, Integral
(Stand 03.09.2024)

Eine Kreisscheibe mit Radius R und homogener Flachenladungsdichte ¢ rotiert mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit @ um ihre Symmetrieachse. Ein um die
Symmetrieachse rotierender ringformiger Streifen mit Innenradius r, Breite d und
Ladung g erzeugt auf der Scheibe den Strom

I=w% =word

Der Strom erzeugt ein magnetisches Feld, das gemaB des Biot-Savart-Gesetzes an
Punkten der Scheibe mit Abstand z zur Rotationsachse die magnetische Flussdichte
von Betrag

R 3
Howo r
B(z) = d
(2) 2 /0 (22 + r2)31 "

besitzt.

Die folgenden Abbildung zeigt exemplarisch die Kreisscheibe und den ringférmigen
Streifen.
4 N\

-0 + « L T >

(a) Bestimmen Sie den Betrag B(z) der magnetischen Flussdichte an Punkten der
Scheibe mit Abstand z zur Rotationsachse.

Esist B(z) = % .

(b) Bestimmen Sie den Betrag B(0) der magnetischen Flussdichte am Schnittpunkt
der Scheibe und ihrer Rotationachse.

Esist B(0) = ”‘)ZM .

Emma van der Smagt| (RUB)
Emma van der Smagt
CC BY-SA 4.0
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Thema Eine Kreisscheibe homogener Flachenladungsdichte rotiert mir konstan-
ter Winkelgeschwindigkeit um ihre Symmetrieachse. Ein um die Sym-
metrieachse rotierender ringformiger Streifen erzeugt auf der Scheibe
einen Strom. Der Strom erzeugt ein magnetisches Feld. In Aufgabenteil
(a) soll mithilfe des Biot-Savart-Gesetzes die magnetische Flussdichte an
Punkten der Schreibe bestimmt und in Abhéngigkeit des Abstands zur
Rotationsachse angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll die magneti-
sche Flussdichte am Schnittpunkt der Scheibe und ihrer Rotationsachse

bestimmt werden.

Verbotene Worter int, limit

Vorkenntnisse Integration

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.5.3.8 Yukawa-Potential Ladungsdichte

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Verbotene Worter
Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

Biot-Savart, Integral
(Stand 03.09.2024)
Das Yukawa-Potential

)= —1 3.

e
dreyr

(in  Kugelkoordinaten) ist eine Verallgemeinerung des Coulomb-Potentials und
beschreibt das Potential von Austauschteilchen, wie sie bei der Restwechselwirkung
der starken Wechselwirkung und in Supraleitern auftreten. Hervorgerufen wird das
Potential durch die Yukawa-Wechselwirkung. Es bezeichne ¢, die elektrische
Feldkonstante, g die Ladung der Quelle, die das Potential erzeugt, und a die
Abklinglange des Potentials.

Die Ladungsdichte des Yukawa-Potentials ist fiir » > O gegeben als

Z
e a

olr) =  dzdlr

Bestimmen Sie die Gesamtladung

2r V.4 00
0= / / / % p(r) sin@ dr d0 d¢,
0 0 0

die sich im gesamten Raum befindet.

EsistQ =

Emma van der Smagt| (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll aus dem Yukawa-Potential ¢(r) und der Yukawa-
Ladungsdichte p(r) in Kugelkoordinaten die Gesamtladung @, die sich
im Raum befindet, bestimmt werden.

int, limit

Integration

keine

keine

Feedback unterdriicken: nein
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3.5.4 Integration durch Substitution

3.5.4.1 Integration durch Substitution (1)

Tags Partielle Integration, Substitution, Integral, Stammfunktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f mit
fIR— R, f(x)=-60x> cos(Sx3 + l)‘

Berechnen Sie das unbestimmte Integral /f(x) dx mithilfe der Substitution. Gehen Sie
dabei schrittweise vor.

» Integration durch Substitution
(a) Bestimmen Sie zunichst eine geeignete Zerlegung f(x) = g'(@(x)) - @'(x) des
Integranden f(x).

Es sind g/ (x) = und @(x) =

(b) Bestimmen Sie g, indem Sie g/ unbestimmt integrieren.

Esist g(x) =

(c) Berechnen Sie anschlieBend das unbestimme Integral /f(x) dx.

Es ist/f(x) dx = /—60x2 cos(Sx3 aF 1) dx =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

/f(:c) dz

mithilfe der Integration durch Substitution berechnet werden, wobei f

eine Komposition von differenzierbaren Funktionen g und ¢ ist mit

f(@) =g'(o(2)) - ¢'(2).

In Aufgabenteil (a) sollen zuniichst geeignete Wahlen fiir ¢’ und ¢ an-
gegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll dann das unbestimmte Inte-
gral iiber ¢’ berechnet werden. In Aufgabenteil (c¢) soll schlielich das
unbestimmte Integral iiber f mithilfe der Aufgabenteile (a) und (b)
berechnet werden.

Vorkenntnisse Substitution, Integral

Randomisierung Die Funktionen g und ¢ werden randomisiert aus einer Liste von diffe-
renzierbaren Funktionen gewahlt.

Anpassung Die Liste der Funktionen fiir g und ¢ kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.5.4.2 Integration durch Substitution (2)

Tags Partielle Integration, Substitution, Integral, Stammfunktion

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f mit
fi[-1,1] - R, f(x)=-3cos™'(x).

Berechnen Sie das unbestimmte Integral /f(x) dx mithilfe der Substitution. Gehen Sie

dabei schrittweise vor.

» Integration durch Substitution
(a) Bestimmen Sie zunachst eine geeignete Wahl einer differenzierbaren Funktion ¢, um das
unbestimmte Integral Gber f durch Substitution zu I6sen.

Esist o(f) =

(b) Substituieren Sie die Variable x des Integranden f(x) durch x = @(t).

Es ist/f(x) dx=/ de.

(c) Berechnen Sie anschlieBend das unbestimme Integral /f(x) dx.

Es ist/f(x) dx = /—3 cos”I(x) dx =

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)

Idee Tim Inoue

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

/f(:c) dz

mithilfe der Integration durch Substitution berechnet werden, wobei es

eine injektive, differenzierbare Funktion ¢ gibt mit

x = p(t).

In Aufgabenteil (a) soll zunéchst eine geeignete Wahl fiir ¢ angegeben
werden. In Aufgabenteil (b) soll dann die Variable z des Integranden
f(x) durch = ¢(t) substituiert werden. In Aufgabenteil (c) soll schlief3-
lich das unbestimmte Integral iiber f mithilfe der Aufgabenteile (a) und
(b) berechnet werden.

Vorkenntnisse Substitution, Integral

Randomisierung Die Funktionen f und ¢ werden randomisiert aus einer Liste von (dif-
ferenzierbaren) Funktionen gewéhlt.

Anpassung Die Liste der Funktionen fiir f und ¢ kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.5.4.3 Bestimmung von Stammfunktionen durch Substitution (1)

Tags Substitution, Integral, Integration, trigonometrische Funktion

Screenshot (Stand 04.09.2024)
Bestimmen Sie mithilfe geeigneter Substitution eine Stammfunktion F der Funktion
f:R > R, x — cos(x) sin*(x).
Gehen Sie dazu wie folgt vor.

» Integration durch Substitution

(a) Bestimmen Sie eine fiir die Integration von f durch Substitution geeignete
Zerlegung f(x) = u'(v(x)) - U'(x) von f und geben Sie die Funktionen &', v und v/
an.

(i) Esist u/(x) =
(i) Esist v(x) =

(i) Esist v/ (x) =

(b) Geben Sie eine Stammfunktion von F an.

Esist F(x) =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe geeigneter Substitution die Stammfunk-

tion der Funktion f: R — R mit
fla) =T(2)* " T'(z)

oder

bestimmt werden. Dabei sind T’ € {+£sin, +cos} und k € {2,3,4,5}. In
Aufgabenteil (a) sollen Funktionen ', v und v’ bestimmt werden, die
eine Zerlegung f(z) = u/(v(z))v'(z) von f erlauben. In Aufgabenteil
(b) soll mithilfe der Zerlegung aus Aufgabenteil (a) eine Stammfunktion

von f angegeben werden.

Verbotene Worter int, limit
Vorkenntnisse Integration durch Substitution
Randomisierung Die zu integrierende Funktion f wird zufiillig aus einer Liste von Funk-

tionen ausgewahlt.

Anpassung Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen
erginzt werden. Da die Zerlegung von f in v/, v und v’ nicht automati-
siert vorgenommen wird, miissen Sie die entsprechenden Listen um eine
geeignete Zerlegung ergénzen.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.5.4.4 Bestimmung von Stammfunktionen durch Substitution (2)

Tags Substitution, Integral, Integration, e-Funktion, In-Funktion

Screenshot (Stand 04.09.2024)

Bestimmen Sie mithilfe geeigneter Substitution eine Stammfunktion F der Funktion
3
f:Df > R, x - x2e T2,
auf dem maximalen Definitionsbereich D, von f. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

» Integration durch Substitution

(a) Bestimmen Sie eine fiir die Integration von f durch Substitution geeignete
Zerlegung f(x) = u'(v(x)) - v'(x) von f und geben Sie die Funktionen u’, v und v/
an.

(i) Esist u/(x) =
(i) Esist v(x) =

(i) Esist 0/ (x) =

(b) Geben Sie eine Stammfunktion von F an.

Esist F(x) =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe geeigneter Substitution die Stammfunk-

tion der Funktion f : Dy — R mit

oder
f@) = ¢p(a* + a) 2!

auf dem maximalen Definitionsbereich Dy von f bestimmt werden.
Dabei sind ¢ € {exp,In} und a,k € {2,3,5}. In Aufgabenteil (a)
sollen Funktionen u', v und v’ bestimmt werden, die eine Zerlegung
f(z) = u'(v(z))v'(z) von f erlauben. In Aufgabenteil (b) soll mithilfe
der Zerlegung aus Aufgabenteil (a) eine Stammfunktion von f angege-

ben werden.

Verbotene Worter int, limit
Vorkenntnisse Integration durch Substitution
Randomisierung Die zu integrierende Funktion f wird zufiillig aus einer Liste von Funk-

tionen ausgewahlt.

Anpassung Die Liste der zu integrierenden Funktionen kann um weitere Funktionen
erginzt werden. Da die Zerlegung von f in v/, v und v’ nicht automati-
siert vorgenommen wird, miissen Sie die entsprechenden Listen um eine
geeignete Zerlegung ergénzen.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.4.5 Kreissektor (1)

Tags Integration, Flacheninhalt

Screenshot (Stand 16.09.2024)

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Sei (x,¥) ein Punkte auf dem Einheitskreis S' = {(x,y) € R? | |x| + |y| = 1} der 1-Norm
(oder Summennorm) in R2 mit y > 0. Untersuchen Sie den durch die Punkte (x, y) und (x, —y)
bestimmten Kreissektor .S, der die x-Halbachse der nicht negativen reellen Zahlen schneidet.
Zerlegen Sie S in geeignete Teilflichen und berechnen Sie den Flacheninhalt von S als
Linearkombination der Flacheninhalte der Teilflaichen. Gehen Sie dazu wie folgt vor. Beachten Sie,
dass lhre Antwort zu jedem Aufgabenteil nur dann bewertet wird, falls Sie den vorangegangenen
Aufgabenteil bearbeitet haben.

Die folgende Abbildung zeigt den Kreissektor .S. Der Punkt (x, y) lasst sich entlang des oberen
Halbkreises verschieben. Die Gerade G parallel zur x-Achse und die Gerade G, parallel zur y-
Achse erlauben es lhnen, .S in geeignete Teilflachen zu zerlegen (siehe Aufgabenteil (a)).

4

Gz

-0 + ¢« ¥ 1T >

(a) Wahlen Sie (x,y) € S mit x # 0 und y > 0, indem Sie den Punkt (x, y) (roter Punkt) in der
obigen Abbildung des Kreissektors .S entlang des oberen Halbkreises verschieben. Zerlegen Sie S
dann so in geeignete Teilflaichen, dass sich jede der Teilflachen als die Flache zwischen den
Graphen zweier geschlossen darstellbarer Funktionen lber der x-Achse beschreiben lasst.
Verschieben Sie dazu die Gerade G (rote Gerade parallel zur x-Achse) und die Gerade G, (rote
Gerade parallel zur y-Achse) in der obigen Abbildung von S

(b) Bestimmen Sie mithilfe der in Aufgabenteil (a) von Ihnen gewahlten Teilflichen und deren
beschreibender Funktionen zwei positive Funktionen fi, f, Uber der x-Achse und Intervalle
a1, by], [ay, by], sodass deren Integrale

by
/ff(t)dt, i€{L,2} (%
ai
mit den Flacheninhalten der Teilflachen tbereinstimmen. Wahlen Sie dazu f}, um den Flacheninhalt
der Teilflaichen linksseitig von G zu beschreiben, und wéahlen Sie dazu f>, um den Flacheninhalt

der Teilflichen rechtsseitig von G, zu beschreiben, und geben Sie f, f> in Abhangigkeit der
Koordinaten des Punkts (x, y) an.

(i) Esist f1(¢) = mita; = und by =

(ii) Esist fo(¢) = mita, = und b, =

[D)evsa |
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Autor
Idee
Lizenz
Thema

Verbotene Worter
Vorkenntnisse
Randomisierung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

(c) Berechnen Sie die Integrale () der von Ihnen in Aufgabenteil (b) bestimmten Funktionen f1, f>
auf den Intervallen [ay, by], [a2, bs] und geben Sie diese in Abh&ngigkeit der Koordinaten des
Punkts (x, y) an.

(i) Es ist fa’l" fi)dt =
(i) Esist [, f2()dt =

(d) Der Flacheninhalt F(x) von S ist abhangig von x und definiert eine geschlossen darstellbare
Funktion F : [-1,1] - R, x — F(x). Geben Sie den Flacheninhalt F(x) mithilfe der von Ihnen
in Aufgabenteil (c) angegebenen Flacheninhalte der entsprechenden Teilstiicke an, indem Sie y
geeignet ersetzen.

Esist F(x) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll ein Kreissektor der Einheitskreisscheibe beziiglich
der 1-Norm (Summennorm) als Fliche zwischen Graphen von Funktio-
nen {iber der z-Achse beschrieben und dessen Flicheninhalt durch In-
tegration bestimmt werden. In Aufgabenteil (a) soll dazu zunéchst ein
beliebiger, den Kreissektor definierender Punkt auf dem oberen Halb-
kreis ausgewéhlt und der Kreissektor graphisch, durch Wahl geeigneter
Geraden parallel zur z- und y-Achse in Teilflichen zerlegt werden. In
Aufgabenteil (b) sollen geschlossen darstellbare positive Funktionen und
deren Definitionsbereiche angegeben werden, sodass sie die Teilflachen
des Kreissektors als Flichen zwischen ihren Graphen beschreiben. In
Aufgabenteil (c) sollen die Flidcheninhalte der Teilfdchen durch Inte-
gration der in Aufgabenteil (b) bestimmten Funktionen berechnet wer-
den. In Aufgabenteil (d) soll schlieBlich der Flidcheninhalt des Kreis-
sektors mithilfe der in Aufgabenteil (c) berechneten Flécheninhalte der
Teilflichen berechnet werden.

int, limit

Integration polynomieller Funktionen

keine

Feedback unterdriicken: ja
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3.5.4.6 Kreissektor (2)

Tags Integration, Flicheninhalt, partielle Integration, Substitution, trigono-

metrische Funktion

Screenshot (Stand 16.09.2024)

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Sei (x, ) ein Punkte auf dem Einheitskreis S' = {(x,y) € R?> | x> + y*> = 1} der 2-Norm (oder
euklidischen Norm) in R? mit y > 0. Untersuchen Sie den durch die Punkte (x, y) und (x,—y)
bestimmten Kreissektor S, der die x-Halbachse der nicht negativen reellen Zahlen schneidet.
Zerlegen Sie S in geeignete Teilflichen und berechnen Sie den Flacheninhalt von S als
Linearkombination der Flacheninhalte der Teilflachen. Gehen Sie dazu wie folgt vor. Beachten Sie,
dass lhre Antwort zu jedem Aufgabenteil nur dann bewertet wird, falls Sie den vorangegangenen
Aufgabenteil bearbeitet haben.

Die folgende Abbildung zeigt den Kreissektor .S. Der Punkt (x, y) lasst sich entlang des oberen
Halbkreises verschieben. Die Gerade G parallel zur x-Achse und die Gerade G, parallel zur y-
Achse erlauben es lhnen, .S in geeignete Teilflachen zu zerlegen (siehe Aufgabenteil (a)).

4

G,

<

f O N

yp--------

(a) Wahlen Sie (x,y) € S' mit x # 0 und y > 0, indem Sie den Punkt (x, y) (roter Punkt) in der
obigen Abbildung des Kreissektors .S entlang des oberen Halbkreises verschieben. Zerlegen Sie S
dann so in geeignete Teilflaichen, dass sich jede der Teilflachen als die Flache zwischen den
Graphen zweier geschlossen darstellbarer Funktionen iber der x-Achse beschreiben lasst.
Verschieben Sie dazu die Gerade G (rote Gerade parallel zur x-Achse) und die Gerade G, (rote
Gerade parallel zur y-Achse) in der obigen Abbildung von S.

(b) Bestimmen Sie mithilfe der in Aufgabenteil (a) von Ihnen gewahlten Teilflichen und deren
beschreibender Funktionen zwei positive Funktionen fi, f> Uber der x-Achse und Intervalle
a1, b1], [az, by], sodass deren Integrale
b;

/fi(t)dt7 i€ {L,2} (%)

a;
mit den Flacheninhalten der Teilflachen Ubereinstimmen. Wahlen Sie dazu f}, um den Flacheninhalt
der Teilflachen linksseitig von G, zu beschreiben, und wahlen Sie dazu f>, um den Flacheninhalt
der Teilflichen rechtsseitig von G, zu beschreiben, und geben Sie f;, f> in Abhangigkeit der
Koordinaten des Punkts (x, y) an.

(i) Esist f1(t) = mita; = und by =

(ii) Esist fo(¢) = mita, = und by =

[D)evsa |
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Autor
Idee

Lizenz
Thema

Verbotene Worter
Vorkenntnisse
Randomisierung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

(c) Berechnen Sie die Integrale () der von Ihnen in Aufgabenteil (b) bestimmten Funktionen f1, f>
auf den Intervallen [ay, b1], [a2, by] und geben Sie diese in Abh&ngigkeit der Koordinaten des
Punkts (x, y) an. In Abhéngigkeit der von lhnen gewahlten Teilflichen bietet sich die Substitution
t = cos(s) an. Geben Sie den Arkussinus und Arkuskosinus von x als asin(x)bzw. acos (x) ein.

() Esist /)" f1(D)dt =
(i) Esist /[ f2()dt =

(d) Der Flacheninhalt F(x) von S ist abhangig von x und definiert eine geschlossen darstellbare
Funktion F : [-1,1] - R, x = F(x). Geben Sie den Flacheninhalt F(x) mithilfe der von Ihnen
in Aufgabenteil (c) angegebenen Flacheninhalte der entsprechenden Teilstlicke an, indem Sie y
geeignet ersetzen.

Esist F(x) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll ein Kreissektor der Einheitskreisscheibe beziiglich
der 2-Norm (Summennorm) als Fléche zwischen Graphen von Funktio-
nen iiber der xz-Achse beschrieben und dessen Fléicheninhalt durch In-
tegration bestimmt werden. In Aufgabenteil (a) soll dazu zunéchst ein
beliebiger, den Kreissektor definierender Punkt auf dem oberen Halb-
kreis ausgewéhlt und der Kreissektor graphisch, durch Wahl geeigneter
Geraden parallel zur z- und y-Achse in Teilflichen zerlegt werden. In
Aufgabenteil (b) sollen geschlossen darstellbare positive Funktionen und
deren Definitionsbereiche angegeben werden, sodass sie die Teilflichen
des Kreissektors als Flachen zwischen ihren Graphen beschreiben. In
Aufgabenteil (c) sollen die Flicheninhalte der Teilfichen durch Inte-
gration der in Aufgabenteil (b) bestimmten Funktionen berechnet wer-
den. In Aufgabenteil (d) soll schlieflich der Flidcheninhalt des Kreis-
sektors mithilfe der in Aufgabenteil (c) berechneten Flicheninhalte der
Teilflichen berechnet werden.

int, limit

Integration polynomieller Funktionen

keine

Feedback unterdriicken: ja
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3.5.4.7 Deep Space 1

Tags Integral, Integration, Substitution, SI Einheiten, Signifikante Stellen
Screenshot (Stand 03.09.2024)

Untersuchen Sie mithilfe des 2. Newtonschen Gesetzes
F=ma

den Zusammenhang zwischen der Schubkraft F, der Masse m und der
Beschleunigung a des Satelliten Deep Space 1.

Der Satellit Deep Space 1 hat eine Gesamtmasse mg von 486 kg, inklusive 82 kg
Xenon flr das lonentriebwerk. Das lonentriecbwerk NSTAR des Satelliten Deep
Space 1 erzeugt einen maximalen Schub von 9.2 - 1072 N. Die Rate mit der das
lonentriebwerk Xenon ausstoBt wird im Folgenden als proportional zum Schub
angenommen.

Berechnen Sie mithilfe des 2. Newtonschen Gesetzes die Differenzgeschwindigkeit
T

Av = /a(t)dt,

0

die Deep Space 1 erreicht, wenn der Satellit fiir die Zeit 7" von 225 Tagen mit
konstant maximalem Schub F beschleunigen und dabei die Masse Am von
insgesamt 60 kg Xenon ausstoBen wiirde, und geben Sie Av in % auf 2
signifikante Stellen genau an. Weitere physikalische Effekte, die gegebenenfalls
Einfluss auf Av haben, werden vernachlassigt.

Esist Av =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll mithilfe des 2. Newtonsches Gesetzes (siehe auch

Aufgabe [1.1.2.1]) die Geschwindigkeitséinderung

T
sz/ EEARpY
o m(t)

des Satelliten Deep Space 1 angegeben werden, wenn dieser mit gege-
benem konstanten Schub F und verénderlicher Masse m fiir die Zeit
T beschleunigt wird. Die Rate, mit der der Satellit Masse ausstofit,
wird dabei proportional zum Schub und damit als konstant angenom-
men. Die Geschwindigkeitsdnderung soll dabei mit Einheit bis auf eine
vorgegebene Zahl signifikanter Stellen genau angegeben werden.

Verbotene Worter int, limit

Vorkenntnisse Begriffe zur Charakterisierung reeller Funktionen (Proportionalitéit, Ra-
te), Integration durch Substitution

Randomisierung Die ausgestoflene Masse und die Zeit der Beschleunigung werden als
Produkt eines zufillig als 2, 3 oder 4 gewéhlten Faktors und den Basis-
werten 20 kg bzw. 75 Tagen gewahlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.5.4.8 Elektrisches Radialfeld

Tags Integral, Integration, Substitution, Kurvenintegral, Skalarprodukt
Screenshot (Stand 03.09.2024)
Das Coulombsche Gesetz
F_ Qa ! X4~ Xo

47560 |)_C'q - .)_C'Q|2 |)_C'q — )_C'Q|
beschreibt die Kraft ﬁ, die eine kugelsymmetrische Probeladung g im elektrischen
Feld einer kugelsymmetrischen Ladung Q erfahrt. Dabei bezeichne )_c'q die Postion der
Probeladung ¢, )_c'Q die Position der Ladung Q und gy > 0 die elektrische
Feldkonstante. Im Folgenden wird angenommen, dass sich die Ladung Q am
Koordinatenursprung befindet und damit Xo = 0 ist.

Zeigen Sie, dass die elektrische Arbeit
1
W = / ) - FCw))dt,
0

die aufgewendet werden muss, um die Probeladung g entlang einer auf dem Interval
[0, 1] definierten Kurve ¢ im elektrischen Feld zu verschieben, von dem Anfangspunkt
¢(0) und dem Endpunkt ¢(1), nicht aber von der Kurve ¢ (bzw. deren Spur) abhangt.
Gehen Sie dazu wie folgt vor.

Die folgende Abbildung zeigt die Probeladung ¢ (Punkt @), die Ladung O (Punkt ®)
und die auf g wirkende elektrische Feldkraft l; als Vektorpfeil (Pfeil =) angeheftet an
g in einem dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem. Die Ladungen werden
als gleichnamig angenommen, sodass ¢ Q > 0 ist. Die Koordinatenachsen werden
durch drei paarweise senkrechte Vektorpfeile angeheftet an Q dargestellt (Pfeile ).

©—+ az=086T" -

(a) Bestimmen Sie das Skalarprodukt (_:*'(t) . F(E(t)) und geben Sie es als Vielfaches

43(;) in Abhangigkeit des euklidischen Abstands r(f) = |¢()| von g und Q an.

Geben Sie dazu gegebenenfalls r(¢) und ' (¢) als r(t) bzw. diff(r(t),t) ein.

von

Esistc(t) - F((1) = 24

4 ey

(b) Bestimmen Sie die elektrische Arbeit W und geben Sie sie als Vielfaches von
Qgq

4 zeg

in Abh&ngigkeit von r(0) und r(1) an.
Oq

4 meg

Esist W =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
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Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll gezeigt werden, dass die elektrische Arbeit

W= /O &(t) - F(c(t)) dt,

die aufgewendet wird, um eine Probeladung ¢ entlang einer Kurve ¢ in
dem elektrischen Radialfeld einer Ladung ) zu verschieben, unabhéngig
von der Spur von ¢([0,1]) ist. In Aufgabenteil (a) soll dazu mithilfe
des Coulomb-Gesetzes der Integrand ¢(t) - F(c(t)) in Abhéngigkeit des
Abstands von ¢ und @ angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll das

Integral bestimmt werden.

Verbotene Worter int, limit

Vorkenntnisse Kurvenintegrale, Integration durch Substitution, Differential bilinearer
Abbildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.5 Integration durch Partialbruchzerlegung

3.5.5.1 Partialbruchzerlegung

Tags Integral, Stammfunktion, Partialbruchzerlegung

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Berechnen Sie das unbestimmte Integral
13x% + 172 x + 508
/_X3 +13x2 +4x — 288
mithilfe der Partialbruchzerlegung. Gehen Sie dabei schrittweise vor.

» Partialbruchzerlegung

(a) Geben Sie zunachst eine geeignete Faktorisierung (x — x)(x — x3)(x — x3) in paarweise
verschiedene Nullstellen des Nenners

q(x) = x> + 13 x> + 4x — 288
an.

Esist g(x) =

(b) Bestimmen Sie mithilfe von Aufgabenteil (a) die Partialbruchzerlegung

p(x) 13x% + 172 x + 508 | ¢ c3
=== = + +
q(x) X3 +13x2+4x—-288 Xx—Xx X—X3 X—X3

und zerlegen Sie damit das unbestimmte Integral

/ 13x% + 172 x + 508 dx:/ @ e e g

T X3+ 13x2 + 4x — 288 x—x  Xx—%x  x—-x

) / 13x% + 172 x + 508 /
Esist [ — dx = dx.
x3 4+ 13x2 +4x — 288

(c) Berechnen Sie anschlieBend das unbestimmte Integral

e /_ 13 x> + 172x + 508
T ) X3 +13x2+4x-288

Esist I =
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll das unbestimmte Integral

mithilfe der Partialbruchzerlegung bestimmt werden, wobei p und ¢
Polynomfunktionen mit deg(p) < deg(q) sind. In Aufgabenteil (a) soll
zunéichst der Nenner ¢(x) geeignet in paarweise Nullstellen von ¢ fak-
torisiert werden. In Aufgabenteil (b) soll das unbestimmte Integral an-
schlieflend mithilfe der Partialbruchzerlegung zerlegt werden. In Aufga-

benteil (c) soll schlieflich das unbestimmte Integral iiber P anhand von
q

(b) berechnet werden.

Vorkenntnisse Partialbruchzerlegung, unbestimmte Integrale

Randomisierung Die Polynomfunktionen p und ¢ sind Produkte von Linearfaktoren mit
randomisierten, ganzzahligen Nullstellen, sodass p und ¢ teilerfremd

sind.
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Anpassung Die Partialbruchzerlegung kann fiir eine erhthte Schwierigkeit ange-
passt werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.6 Uneigentliche Integrale

3.5.6.1 Uneigentliches Integral (1)

Tags Uneigentliches Integral, Stammfunktion, Parameter, Integral

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f mit
1
f:(0,00) — R,  f(x)=—
xP

wobei p > 0 anzunehmen ist. Bestimmen Sie, fir welche p € R das Integral

/ f(x) dx
1

existiert. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

(a) Bestimmen Sie zun&chst eine Stammfunktion F zu f, indem Sie das unbestimmte
Integral

/f(x) dx

berechnen. Nehmen Sie dazu an, dass p # 1 gilt. Sie diirfen die Integrationskonstante C
vernachlassigen.

Esist F(x) =

(b) Geben Sie nun eine Stammfunktion F an, wenn p = 1 gilt. Sie dirfen erneut die
Integrationskonstante C vernachldssigen.

Esist F(x) =

(c) Fur welche p € R hat dann das uneigentliche Integral

I=/f(x) dx
1

einen endlichen Wert? Markieren Sie die richtige Antwort.
Das uneigentliche Integral I hat fiir p < 0 einen endlichen Wert.
Das uneigentliche Integral I hat fir p > 0 einen endlichen Wert.
Das uneigentliche Integral I hat fiir p > 1 einen endlichen Wert.
Das uneigentliche Integral I hat fiir p < 1 einen endlichen Wert.

Das uneigentliche Integral I hat fiir kein reelles p einen endlichen Wert.

Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema In dieser Aufgabe ist die Funktion f mit
: (0 R _ 1

fir p > 0 gegeben. Es soll bestimmt werden, fiir welche p € R das

uneigentliche Integral

/100 f(x) dz

existiert. In Aufgabenteil (a) soll zunéichst eine Stammfunktion F zu
f fiir den Fall p # 1 berechnet werden. In Aufgabenteil (b) soll dann
eine Stammfunktion F' zu f fiir den Fall p = 1 angegeben werden. In

Aufgabenteil (c) soll schlielich entschieden werden, fiir welche reelle

Zahlen p dann das uneigentliche Integral / f(z) da einen endlichen
1

Wert hat.
Vorkenntnisse Uneigentliche Integrale, Grenzwerte
Randomisierung keine
Anpassung keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.5.6.2 Uneigentliches Integral (2)

Tags Uneigentliches Integral, Stammfunktion, Integral
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Berechnen Sie die nachfolgenden, uneigentlichen Integrale. Geben Sie inf ins Eingabefeld
ein, wenn das Integral nicht im eigentlichen Sinn existiert.

=)

(a) Esist /e"" dx =

0

1
(b) Es ist /% dx =
0
Autor Tim Inoue (Uni-DUE)
Idee Tim Inoue
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In Aufgabenteil (a) soll das uneigentliche Integral

/ e ¥ dx
0

berechnet werden. In Aufgabenteil (b) soll das uneigentliche Integral

|
—dx
|

berechnet werden.

Vorkenntnisse Uneigentliche Integrale, Grenzwerte
Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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3.6 Gewohnliche Differentialgleichungen

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln Grundlagen der gewthnlichen Differentialgleichungen.

Schwerpunkte der Aufgaben sind die Losung elementarer linearer und nicht linearer Differentialglei-

chungen bis zu dritter Ordnung unter Anwendung von Lésungsmethoden, wie die Wahl geeigneter

Ansétze und die Trennung der Variablen. Praxisnahe Aufgaben demonstrieren die Anwendung dieser

Methoden auf physikalische und technische Problemstellungen.
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3.6.1 Lineare Differentialgleichungen

3.6.1.1 Lineare DGL 3. Ordnung

Tags Differentialgleichung, DGL, linear, homogen, 3. Ordnung
Screenshot (Stand 16.09.2024)

Gegeben ist die lineare homogene Differentialgleichung 3. Ordnung
a3 d? d
<@y(")) +3 <d7y(x)> - () -3y@ =0,

Bestimmen Sie die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung. Verwenden Sie dabei
gegebenenfalls A, B und C als Vorfaktoren.

Esist y(x) =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die allgemeine Losung y(x) der Differentialglei-
chungen

1 (450 42 (500)) — 1 (o)) = eanto) =0

bestimmt werden.

Verbotene Worter ode, desolve, atvalue, integrate

Vorkenntnisse Losen von linearen Differentialgleichungen mithilfe eines geeigneten An-
satzes

Randomisierung Die Faktoren ¢; und ¢z mit ¢; € {1,2} und ¢z € {1,2,...,5} werden

zufiillig gewahlt.
Anpassung Die Faktoren ¢; und ¢ kénnen als ganze Zahlen gewéhlt werden.
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: nein
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3.6.1.2 Lineare DGL 1. Ordnung mit Rationalem Koeffizienten

Tags Differentialgleichung, DGL, linear, homogen, 1. Ordnung
Screenshot (Stand 04.09.2024)
Gegeben ist die Differentialgleichung
y_¥
dx ~ x’

Bestimmen Sie die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung. Verwenden Sie den
Buchstaben (klein) ¢ zur Bezeichnung der Integrationskonstanten.

Esist y(x) =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die allgemeine Lésung y(x) der Differentialglei-
chungen
dy _y
dz =z

bestimmt werden.
Verbotene Worter ode, desolve, atvalue, integrate
Vorkenntnisse Losen von linearen Differentialgleichungen durch geeignete Separation

der Variablen

Randomisierung keine
Anpassung keine
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: emma.vandersmagt@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS

231

3.6.1.3 Lineare DGL

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Verbotene Worter

Vorkenntnisse

Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

1. Ordnung mit Trigonometrischem Koeffizienten

Differentialgleichung, DGL, linear, homogen, 1. Ordnung, Anfangsbe-
dingung, Trennung der Variablen

(Stand 04.09.2024)

Gegeben ist die Differentialgleichung:
¥y = ycos(x).

(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung durch Separation der
Variablen. Verwenden Sie den Buchstaben (klein) ¢ zur Bezeichnung der
Integrationskonstanten.

y(x) =

(b) Bestimmen Sie nun y mit dem Anfangswert y(0) = 13.

y(x) =

Emma van der Smagt| (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll in Aufgabenteil (a) die allgemeine Losung y(x)
der Differentialgleichung

y' = ycos(z)

bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll dann y(z) bei gegebenem
Anfangswert von y(0) = a bestimmt werden.
ode, desolve, atvalue, integrate
Losen von linearen Differentialgleichungen durch geeignete Separation
der Variablen
Der Anfangswert a mit a € {1,2,...,19} wird zufillig gewéhlt.
Der Anfangswert kann angepasst werden.
Abziige: 0

Feedback unterdriicken: nein
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3.6.1.4 Lineare DGL 1. Ordnung mit Logarithmischem Koeffizienten

Tags Differentialgleichungen, DGL, linear, homogen, 1. Ordnung, Trennung
der Variablen.

Screenshot (Stand 01.09.2024)

Losen Sie das folgende Anfangswertproblem:

mdizy(z) =2In(z) y(z) mit y(5)=4 und z> 1

Verwenden Sie log(x) fir den natirlichen Logarithmus In(z) und %e~x fiir die e-
Funktion im Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie Bruche nicht in Dezimalform
an.

(a) Berechnen Sie zuerst die allgemeine Lésungsfunktion y(z). Verwenden Sie
GroBbuchstaben A, B, ... fir die in der L&sungsfunktion auftretende/n
Konstante/n.

Esisty(z) = ‘ ’

(b) Geben Sie nun die Lésungsfunktion y 4 (z) fir das Anfangswertproblem an.

Esistya(xz) = ‘ ’
Autor Michael Kubocz (RWTH)
Idee Michael Kubocz
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll eine lineare homogene Differentialgleichung 1.

Ordnung mit Anfangswert gelost werden. In Aufgabenteil (a) wird die
allgemeine Losungsfunktion y(z) berechnet und angegeben. In Aufga-
benteil (b) wird mit Hilfe des Anfangswertes die Losungsfunktion y4(x)
berechnet und angegeben.

Verbotene Worter ode2, icl.

Vorkenntnisse Losen von Differentialgleichungen

Randomisierung Die Anfangswerte xg, yo sind randomisiert.
Anpassung Die Anfangswerte xg, yo konnen angepasst werden.
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.6.1.5 Seilrolle

Tags Differentialgleichung, DGL, linear, homogen, 2. Ordnung
Screenshot (Stand 16.09.2024)

Ein Seil der Masse m und Lange L rutscht nach rechts Uber eine Rolle zu Boden. Solange sich
das Seil nicht von der Rolle geldst hat, lasst sich die Position des Seils mithilfe der Auslenkung
x(t) > 0 des rechten Seilendes gegentliber der Gleichgewichtslage mit x(t) = 0 beschreiben.
Auf das Seil wirkt neben der Schwerkraft eine Reibungskraft an der Rolle, sodass die
Bewegung durch

. 2x .
mx = mg— — kx
&L
beschrieben werden kann. Dabei gilt fiir Schwerebeschleunigung g > 0 und fiir den

Reibungskoeffizienten k > 0.

Die folgende Abbildung zeigt die beschriebene Situation. Mithilfe des Schieberegler lasst sich
die Auslenkung x(#) des rechten Seilendes gegentiber der Gleichgewichtslage variieren.

""""""""" REC

X(t)=0.18

O

(a) Geben Sie die Dimension des Reibungskoeffizienten A der Bewegungsgleichung an.

Esist [1] =

(b) Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung an und benutzen Sie fiir die
Vorfaktoren A und B.

Esist x(¢) =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Die Bewegung eines Seils der Masse m und Lénge L, das iiber eine Rolle

rutscht, kann durch die Differentialgleichung
2
mx = mgfx — kx

fiir die Auslenkung x des Seils gegeniiber der Gleichgewichtslage be-
schrieben werden. In Aufgabenteil (a) soll die Dimension des Reibungs-
koeffizienten A angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll die allgemei-
ne Losung der obigen Differentialgleichung bestimmt werden.

Verbotene Worter ode, desolve, atvalue, integrate

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. —G:
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Vorkenntnisse Losen von linearen Differentialgleichungen mithilfe eines geeigneten An-
satzes

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS

235

3.6.1.6 Blutdruck

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Verbotene Worter

Vorkenntnisse

Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differentialgleichung, DGL, linear, homogen, 1. Ordnung
(Stand 04.09.2024)

Die Pumpbewegung des menschlichen Herzens lasst sich in zwei Phasen aufteilen, die
abwechselnd stattfinden: Wahrend der Systole, also der Herzkontraktion, wird Blut aus dem
Herz (ber die Aorta in die Arterien gedriickt. Wahrend der Diastole, also der
Herzerweiterung, flieBt das Blut zum Herz zurlick.

Wenn V(¢) das Volumen und P(f) den Druck des Blutes in der Aorta zum Zeitpunkt ¢
beschreibt, kann angenommen werden, dass fir die diastolische Phase

P(t) = aV (1)
mit @ = const gilt und, dass die Volumenanderung durch
; P(t
po = -2O

beschrieben werden kann. Hierbei ist p eine positive Konstante, die den
Stromungswiderstand des Blutes beschreibt.

Bestimmen Sie den zeitlichen Druckverlauf P(f) wahrend der diastolischen Phase, wenn zur
Zeitt =0

P0) = Py
gilt. Geben Sie dabei @, p und Py als alpha, rho und P_0 ein.
Esist P(t) =

Emma van der Smagt (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

Wihrend der diastolischen Phase der Pumpbewegung des menschlichen
Herzens kann werden das Volumen V(¢) und der Druck P(¢) in der
Aorta zum Zeitpunkt ¢ beschrieben werden durch P(t) = oV (t) mit
konstantem « und V(t) = —#. In dieser Aufgabe soll die durch diese
Bedingungen beschriebene Differentialgleichung fiir den Druckverlauf
P(t) gelost und eine allgemeine Losung angegeben werden.

ode, desolve, atvalue, integrate

Losen von linearen Differentialgleichungen mithilfe eines geeigneten An-
satzes

keine

keine

Abziige: 0

Feedback unterdriicken: nein
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3.6.1.7 Hagen-Poiseuille Gesetz (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Verbotene Worter

Vorkenntnisse

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differentialgleichung, DGL, linear, homogen, 1. Ordnung
(Stand 04.09.2024)

Zur Reinigung eines bis zum Rand gefiillten zylindrischen Pools der Hohe H, und
Durchmesser 2 R wird das Wasser (iber ein zylindrisches Rohr der Lange L und Radius r
mit ¥ << R am Boden des Pools abgelassen.

» Hagen-Poiseuille-Gesetz

Die folgende Abbildung zeigt die beschriebene Situation schematisch. Mithilfe der
Schaltflachen konnen Sie eine modellhafte Animation zum Abfluss des Wassers steuern.

Start Animation Stop Animation Reset Animation

Bestimmen Sie mithilfe des Hagen-Poiseuille-Gesetzes die Hohe H (f) des Wassers zur Zeit
t im Pool. Geben Sie H als H_0, p als rho und  als eta ein.

Esist H(t) =

Emma van der Smagt| (RUB)

Emma van der Smagt

CC BY-SA 4.0

Zur Reinigung eines zylindrischen Pools wird das Wasser durch ein zy-
lindrisches Rohr am Boden des Pools abgelassen. Der Volumenstrom
V' des Wassers durch das Rohr und damit die dazu antiproportionale
Volumenénderung Vi, = —V’ des Wassers im Pool lassen sich mithilfe

des Hagen-Poiseuille-Gesetzes

7T7°4

r_
V _SnLAp

beschreiben. Die den Volumenstrom V' bestimmende Druckdifferenz
Ap zwischen Eingang und Ausgang des Rohrs hingt von der Fiillhohe
H des Wassers im Pool ab. In dieser Aufgabe soll die durch das Hagen-
Poiseuille-Gesetz gegebene Differentialgleichung fiir die Fiillhohe H(t)
gelost und eine allgemeine Losung angegeben werden.

ode, desolve, atvalue, integrate

Losen von linearen Differentialgleichungen mithilfe eines geeigneten An-

satzes
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Randomisierung keine
Anpassung keine
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.6.2 Nichtlineare Differentialgleichungen

3.6.2.1 Homogene DGL 1. Ordnung mit Trigonometrischer Stérung (1)

Tags Differentialgleichungen, DGL, nichtlinear, 1. Ordnung, Trennung der
Variablen
Screenshot (Stand 01.09.2024)
Lésen Sie das folgende Anfangswertproblem:
d 3si
Ey(m) = s;(nm(;:) mit y(—7)=4 und y(z)>0.

Verwenden Sie sqrt(x) fur ﬁ und sin(x) bzw. cos(x) fiir die trigonometrischen
Funktionen im Ergebnisfeld. Des Weiteren, geben Sie Briiche nicht in
Dezimalform an.

(a) Berechnen Sie zuerst die allgemeine L&sungsfunktion y(z). Verwenden Sie
GroBbuchstaben A, B, ... fur die in der Lésungsfunktion auftretende/n
Konstante/n.

Esisty(z) = ‘ |

(b) Geben Sie nun die Lésungsfunktion y 4 () fiir das Anfangswertproblem an.

Esistya(z) = ‘ ’
Autor Michael Kubocz (RWTH)
Idee Michael Kubocz
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll eine nichtlineare Differentialgleichung 1. Ordnung

mit Anfangswert gelost werden. In Aufgabenteil (a) wird die allgemeine
Losungsfunktion y(z) berechnet und angegeben. In Aufgabenteil (b)
wird mit Hilfe des Anfangswertes die Losungsfunktion y4(x) berechnet
und angegeben.

Verbotene Worter ode2, icl.

Vorkenntnisse Losen von Differentialgleichungen

Randomisierung Die Anfangswerte xg, yo und der Vorfaktor des Bruchs auf der rechten
Seite der DGL sind randomisiert.

Anpassung Die Anfangswerte xg, yo und der Vorfaktor des Bruchs auf der rechten

Seite der DGL koénnen angepasst werden.
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.6.2.2 Homogene DGL 1. Ordnung mit Trigonometrischer Stérung (2)

Tags Differentialgleichung, DGL, nichtlinear, 1. Ordnung, Anfangsbedin-
gung, Trennung der Variablen
Screenshot (Stand 04.09.2024)
Gegeben ist die nichtlineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung
.. _ sin(wt)
0= "0

mit der Anfangsbedingung x(# = 0) = 2.

Bestimmen Sie die Losung dieser Differentialgleichung. Geben Sie gegebenenfalls @ als

omega ein.

Esist x(t) =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Losung x(t) der Differentialgleichung

i) = sin(wt)
x(t)
zu der Anfangsbedingung z(t = 0) = —a bestimmt werden.

Verbotene Worter ode, desolve, atvalue, integrate
Vorkenntnisse Losen von nichtlinearen Differentialgleichungen mit Anfangswerten

durch geeignete Separation der Variablen

Randomisierung Der Anfangswert a mit a € {—4, —3, -2, —1} wird zufillig gewihlt.
Anpassung Der Anfangswert a kann als ganze Zahl gewéahlt werden.
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.6.2.3 DGL 1. Ordnung mit Quadratischen Term

Tags Differentialgleichungen, DGL, nichtlinear, inhomogen, 1. Ordnung, An-
fangsbedingung, Trennung der Variablen

Screenshot (Stand 18.10.2023)

Gegeben ist die Differentialgleichung
x(t) =e' (x* (@) +1).

Bestimmen Sie die Lésung dieser Differentialgleichung mit dem Anfangswert x(2) = 0.

Esist x(f) =
Autor Emma van der Smagt| (RUB)
Idee Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die allgemeine Losung x(t) der Differentialglei-
chung

a(t) = (t+3)/22(t) + 1)

zu der Anfangsbedingung x(tyg) = o bestimmt werden.
Verbotene Worter ode, desolve, atvalue, integrate
Vorkenntnisse Losen von nichtlinearen Differentialgleichungen durch geeignete Sepa-

ration der Variablen

Randomisierung Die Anfangswerte to mit ¢ € {1,2,3} und zo mit 2o € {—1,0, 1} werden
zufillig gewéhlt.

Anpassung Die Anfangswert tg und zy kénnen als ganze Zahlen gew#hlt werden.

Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.6.2.4 DGL 1. Ordnung mit Exponentiellem Term

Tags Differentialgleichung, DGL, nichtlinear, 1. Ordnung, Anfangsbedin-
gung, Trennung der Variablen

Screenshot (Stand 16.09.2024)

Gegeben ist die Differentialgleichung

X)) =1,

Bestimmen Sie eine Losung dieser Differentialgleichung zum Anfangswert x(0) = A.
Dabei sei A eine beliebige Konstante.

Esist x(t) =

Autor Jorg
Hérterich (RUB)
Emma van der Smagt| (RUB)

Idee Jorg Harterich
Emma van der Smagt
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Losung z(t) der Differentialgleichung
dy —a
ey
dx
zu der Anfangsbedingung y(zo) = A bestimmt werden. Dabei ist a eine
Konstante.
Verbotene Worter ode, desolve, atvalue, integrate
Vorkenntnisse Losen von nichtlinearen Differentialgleichungen mit Anfangswerten

durch geeignete Separation der Variablen

Randomisierung Der Anfangswert 2y und die Konstante a werden zuféllig gewédhlt mit
xo € {0,1,2,3,4} und a € {2,4,6}.

Anpassung Der Anfangswert ¢ kann angepasst werden.

Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7 Taylor und Approximation von Funktionen

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln die Taylorreihe und die Approximation von Funk-

tionen durch Taylorpolynome. Die Aufgaben umfassen neben der Bestimmung von Taylorreihen und

-polynomen den Zusammenhang zwischen Restgliedern als Maf fiir die Genauigkeit einer Approxima-

tion.
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3.7.1 Lineare und Quadratische Approximationen

3.7.1.1 Lineare Approximation einer Logarithmischen Funktion

Tags Funktionsbegriff, lineare Funktionen, Approximation
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Gegeben ist die Funktion f mit
flx) = =52

Bestimmen Sie die lineare Approximation g von f an der Stelle xo = 1. Geben Sie dazu alle
Ausdriicke exakt an. Geben Sie gegebenenfalls In(x) als 1n(x)ein.

Esist g(x) =

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die lineare Approximation fiir eine der Funktionen
1
M oder p - In(x + ¢q) aufgestellt werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, quadratische Funktionen, Termumformungen, Diffe-
rentialrechnung

Randomisierung Die zu approximierende Funktion wird zufillig ausgewéhlt. Hierbei sind

jeweils zwei Parameter vorhanden die randomisiert werden. Dies hat
keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.1.2 Lineare Approximation einer Exponentiellen Funktion

Tags Funktionsbegriff, lineare Funktionen, Approximation

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f* mit
f(x) =3 - cos(x?).

Bestimmen Sie die lineare Approximation g von f an der Stelle xo = 1.
Esist g(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die lineare Approximation fiir eine der Funktionen

p - e aufgestellt werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, quadratische Funktionen, Termumformungen, Diffe-
rentialrechnung
Randomisierung Die zu approximierende Funktion wird zufillig ausgewahlt. Hierbei sind

jeweils zwei Parameter vorhanden die randomisiert werden. Dies hat
keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein
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3.7.1.3 Lineare Approximation einer Trigonometrischen Funktion

Tags Funktionsbegriff, lineare Funktionen, Approximation

Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f* mit
f(x) =3 - cos(x?).

Bestimmen Sie die lineare Approximation g von f an der Stelle xo = 1.
Esist g(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die lineare Approximation fiir eine der Funktionen

P - COS (x2) aufgestellt werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, quadratische Funktionen, Termumformungen, Diffe-
rentialrechnung
Randomisierung Die zu approximierende Funktion wird zufillig ausgewahlt. Hierbei sind

jeweils zwei Parameter vorhanden die randomisiert werden. Dies hat
keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.1.4 Quadratische Approximation einer Logarithmischen Funktion

Tags Funktionsbegriff, quadratische Funktionen, Approximation

Screenshot (Stand 06.10.2024)
Gegeben ist die Funktion f mit

_ Ix
F&®) = 109 -

Bestimmen Sie die quadratische Approximation g(x) von f an der Stelle x) = 2.

Esist g(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die quadratische Approximation fiir eine der
) In(z) o p-x
Funktionen + — oder ———— aufgestellt werden.
q In(q + )

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, quadratische Funktionen, Termumformungen, Diffe-

rentialrechnung
Randomisierung Die zu approximierende Funktion wird zufiillig ausgewéhlt. Hierbei sind

jeweils zwei Parameter vorhanden die randomisiert werden. Dies hat
keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.1.5 Lineare / Quadratische Approximation

Tags Funktionsbegriff, quadratische Funktionen, Approximation
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Gegeben ist die Funktion f mit
fx) = 200

(a) Bestimmen Sie die lineare Approximation g von f an der Stelle xy = 1. Geben Sie dazu
alle Ausdriicke exakt an.

Esist g(x) =

(b) Bestimmen Sie die quadratische Approximation /4(x) von f an der Stelle x, = 1. Geben
Sie dazu alle Ausdriicke exakt an.

Esist h(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die lineare und quadratische Approximation fiir
. . 3
die Funktion sin(z) - 2 aufgestellt werden.
Vorkenntnisse Funktionsbegriff, quadratische Funktionen, Termumformungen, Diffe-
rentialrechnung
Randomisierung Die zu approximierende Funktion wird zuféllig ausgewéhlt. Hierbei sind

zwel Parameter vorhanden die randomisiert werden. Dies hat keinen
inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.1.6 Lineare / Quadratische Approximation anhand von Funktionswerten

Tags Funktionsbegriff, quadratische Funktionen
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Sei f eine zweimal differenzierbare Funktion mit
f@ =5,
'@ =38,
) =8.

(a) Bestimmen Sie fir f und quadratische Approximation 4 an der Stelle xg = 2.

Esist g(x) =

(b) Bestimmen Sie fiir f eine quadratische Approximation 4 an der Stelle xo = 2.

Esist h(x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die quadratische Approximation fiir eine gegebene

Funktionswerte aufgestellt werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, quadratische Funktionen, Termumformungen, Diffe-
rentialrechnung
Randomisierung Die zu Funktionswerte, der zu approximierenden Funktion, werden ran-

domisiert. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.2 Taylorpolynom

3.7.2.1 Taylorpolynome 2. Grades

Tags Funktionsbegriff, Approximation, Taylor, Taylorpolynom
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Gegeben ist die Funktion f mit
fx) = L:'

P

X3

5

Bestimmen Sie das Taylorpolynom T04f(x) zweiter Grades am Entwicklungspunkta = 1.

Es ist lef(x) =

Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll das Taylorpolynom zweiten Grades fiir die Funk-
. p
tion ———= aufgestellt werden.
Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Differentialrechnung

Randomisierung Zwei Parameter der Funktion werden randomisiert. Dies hat keinen
inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.2.2 Taylorpolynome 3. Grades (1)

Tags Taylorpolynome.
Screenshot (Stand 05.09.2024)
Bestimmen Sie das Taylorpolynom dritten Grades T f(x; o) der Funktion

f(x) = «? exp{%mg}

um den Entwicklungspunkt zp = 0. Verwenden Sie Briiche und keine
Dezimalzahlen.

Esist T3 f(x; o) = ‘

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die gegebene Funktion ist ein Produkt eines quadratischen Monoms mit

einer e-Funktion. Es soll das Taylorpolynom dritten Grades T3 f(x; )

um den Entwicklungspunkt xg bestimmt werden.

Verbotene Worter powerseries, taylor.

Vorkenntnisse Differentialrechnung, Produktregel, Taylorentwicklung, Taylorreihe,
Landausymbole.

Randomisierung Das Argument der e-Funktion wird randomisiert.

Anpassung Vorfaktor des quadratischen Monoms kann randomisiert werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.2.3 Taylorpolynome 3. Grades (2)

Tags Taylorpolynome.
Screenshot (Stand 05.09.2024)

Bestimmen Sie das Taylorpolynom dritten Grades T f(x; o) der Funktion
f(x) =In[1+ 7sin(z)]

um den Entwicklungspunkt xp = 0. Verwenden Sie Briche und keine
Dezimalzahlen.

Esist T3 f(x; o) = ‘

Autor Michael Kubocz (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die gegebene Funktion ist eine Komposition aus In(z) und sin(z). Es

soll das Taylorpolynom dritten Grades T3 f (x; z¢) um den Entwicklungs-
punkt xg bestimmt werden.

Verbotene Worter powerseries, taylor.

Vorkenntnisse Differentialrechnung, Produktregel, Kettenregel, Taylorentwicklung,

Taylorreihe, Landausymbole.

Randomisierung Der Vorfaktor der Sinus-Funktion wird zuféllig und als ganzzahlig
gewahlt.

Anpassung Keine.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.2.4 Taylorpolynome 3. Grades (3)

Tags Taylorpolynome.
Screenshot (Stand 05.09.2024)

Bestimmen Sie das Taylorpolynom dritten Grades T3 f(z; @) der Funktion
f(z) = cos(z) sin(4z)

um den Entwicklungspunkt xy = 0. Verwenden Sie Briiche und keine
Dezimalzahlen.

Es ist T3 f(; zo) :‘

Autor Michael Kubocz/ (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die gegebene Funktion ist ein Produkt aus cos(z) und sin(z). Es soll das

Taylorpolynom dritten Grades T5f(z;z9) um den Entwicklungspunkt

To bestimmt werden.

Verbotene Worter powerseries, taylor.

Vorkenntnisse Differentialrechnung, Produktregel, Kettenregel, Taylorentwicklung,
Taylorreihe.

Randomisierung Der Vorfaktor des Arguments der Sinus-Funktion wird zuféllig und als

ganzzahlig gewéhlt.
Anpassung Keine.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.2.5 Taylorpolynome 3. Grades (4)

Tags Taylorpolynome.
Screenshot (Stand 05.09.2024)
Bestimmen Sie das Taylorpolynom dritten Grades T3 f(x; o) der Funktion
3 2
fl@)=q/7t=

um den Entwicklungspunkt 2o = 0. Verwenden Sie sqrt(x) fiir /2 und geben
Sie Briiche nicht in Dezimalform an.

Es ist T5 f(; xo) :‘ ’

Autor Michael Kubocz| (RWTH)

Idee Michael Kubocz

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema Die gegebene Funktion ist eine Komposition aus /z und einem Polynom

zweiten Grades. Es soll das Taylorpolynom dritten Grades T3 f(x; )

um den Entwicklungspunkt zg bestimmt werden.

Verbotene Worter powerseries, taylor.

Vorkenntnisse Differentialrechnung, Produktregel, Kettenregel, Taylorentwicklung,
Taylorreihe.

Randomisierung Das Monom nullten Grades wird zuféllig gewahlt.

Anpassung Keine.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.2.6 Taylorpolynome 3. Grades (5)

Tags Funktionsbegriff, Approximation, Taylor, Taylorpolynom
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f mit
In(x+1)

o) =—=%

Bestimmen Sie das Taylorpolynom T32f(x) dritten Grades am Entwicklungspunkt a = 2.

EsistT; f(x) =

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das Taylorpolynom dritten Grades fiir die Funk-
tion ln(exli/—gq) aufgestellt werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Differentialrechnung

Randomisierung Zwei Parameter der Funktion werden randomisiert. Dies hat keinen

inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.2.7 Taylorpolynome 3. Grades (6)

Tags Funktionsbegriff, Approximation, Taylor, Taylorpolynom
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f mit

f(x) =2 -+y/x+17.

Bestimmen Sie das Taylorpolynom T03f(x) dritten Grades am Entwicklungspunkt a = 0.

Esist T04f(x) =

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das Taylorpolynom dritten Grades fiir die Funk-
tion ¢ - \ﬂp + ) aufgestellt werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Differentialrechnung

Randomisierung Zwei Parameter der Funktion werden randomisiert. Dies hat keinen

inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.2.8 Taylorpolynome 4. Grades

Tags Funktionsbegriff, Approximation, Taylor, Taylorpolynom
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f mit
f(x) =6- x> -cos(7 - x).

Bestimmen Sie das Taylorpolynom T04f(x) vierten Grades am Entwicklungspunkt a = 0.

Esist T04f(x) =

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das Taylorpolynom vierter Grades fiir die Funk-
tion p - 22 - cos(q - x) aufgestellt werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Differentialrechnung

Randomisierung Zwei Parameter der Funktion werden randomisiert. Dies hat keinen

inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.3 Taylorreihen

3.7.3.1 Taylorreihe (1)

Tags Taylorreihe , Taylor, Reihen
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f* mit

_ X
f(x) =cos(3).
Bestimmen Sie die Taylorreihe

N
f) = ayx)

n=ny

von f am Entwicklungspunkt @ = 0. Geben Sie dazu ny, N und a,(x) exakt an. Verwenden
Sie gegebenenfalls 1n(x) fiir In(x) und e~x fiir e*.

(i) Esistng =
(i) Esist N =
(iii) Es ist a, (x) =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Taylorreihe fiir die Funktion cos(z/p) be-
stimmt werden.
Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Taylorpolynom, Differentialrech-
nung
Randomisierung Der Parameter p, der Funktion wird randomisiert. Dies hat keinen in-
haltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.3.2 Taylorreihe (2)

Tags Taylorreihe , Taylor, Reihen
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Gegeben ist die Funktion f mit

fx) =7,
Bestimmen Sie die Taylorreihe

N
f) = ayx)

n=ng

von f am Entwicklungspunkt @ = 0. Geben Sie dazu ny, N und a,(x) exakt an. Verwenden
Sie gegebenenfalls 1n(x) fiir In(x) und e~x fiir e*.

(i) Esist ng =
(i) Esist N =

(i) Es ist a,(x) =

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Taylorreihe fiir die Funktion e~°/2 bestimmt
werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Taylorpolynom, Differentialrech-
nung

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.3.3 Taylorreihe (3)

Tags Taylorreihe , Taylor, Reihen
Screenshot (Stand 06.10.2024)
Gegeben ist die Funktion f* mit
flo = =222

Bestimmen Sie die Taylorreihe

N
[ =c+ Y anx)

n=ny

von f am Entwicklungspunkt @ = 0. Geben Sie dazu ¢, a,(x) und N exakt an. Verwenden
Sie gegebenenfalls 1n(x) fiir In(x) und e~x fiir e*.

(i) Esistc =
(i) Esist a,(x) =
(iii) Esist N =

Beachten Sie, dass der konstante Term ¢ dem Funktionswert von f am Entwicklungspunkt
am Entwicklungspunkt @ = 0 entspricht.

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Taylorreihe fiir die Funktion W be-
stimmt werden. ¢

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Taylorpolynom, Differentialrech-
nung

Randomisierung Der Parameter ¢, der Funktion wird randomisiert. Dies hat keinen in-
haltlichen Einfluss auf die Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.3.4 Taylorreihe (4)

Tags Taylorreihe, Entwicklungskoeffizienten.
Screenshot (Stand 05.09.2024)

Entwickeln Sie die Funktion

f(z) = exp{gx}

in einer Taylorreihe

Tf(z;20) = ) an(z — z0)"

00 £(n) -
= fT(m“)(w —x)® mit O (x) = d(ic" f(=z)

T=x9

um den Entwicklungspunkt o = 0. Geben Sie die Entwicklungskoeffizienten as
und a3 an. Verwenden Sie Briiche und keine Dezimalzahlen.

(i) Es ist as :| ’
(ii) Es ist ag :| ’
Autor Michael Kubocz (RWTH)
Idee Michael Kubocz
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben ist eine e-Funktion. Die Funktion soll in einer Taylorreihe ent-

wickelt und Entwicklungskoeffizienten as und a3 berechnet und ange-

geben werden.

Verbotene Worter powerseries, taylor.

Vorkenntnisse Differentialrechnung, Kettenregel, Taylorentwicklung, Taylorreihe.
Randomisierung Das Argument der e-Funktion wird zuféllig gewéhlt.

Anpassung Keine.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.3.5 Taylorreihe (5)

Tags Taylorreihe, Entwicklungskoeffizienten.
Screenshot (Stand 05.09.2024)
Entwickeln Sie die Funktion
f@) = —
Ir) =
1-— %z

in einer Taylorreihe

Tf(z;20) = ) | au(z — z0)"
n=0
oo p(n) T N
-y fT(!O)(x —zo)" mit (o) = d‘; @),

um den Entwicklungspunkt zo = 0. Geben Sie die Entwicklungskoeffizienten ay
und a3 an. Verwenden Sie Briiche und keine Dezimalzahlen.

(i) Esist ag = ‘ ’
(i) Es istag = ‘ ’
Autor Michael Kubocz| (RWTH)
Idee Michael Kubocz
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema Gegeben ist eine einfache echt gebrochenrationale Funktion (Limes der

endlichen geom. Reihe). Die Funktion soll in einer Taylorreihe entwi-

ckelt und Entwicklungskoeffizienten as und a3 berechnet und angegeben

werden.
Verbotene Worter powerseries, taylor.
Vorkenntnisse Differentialrechnung, Kettenregel, Taylorentwicklung, Taylorreihe.
Randomisierung Der Vorfaktor des Monoms ersten Grades im Nenner wird zufillig
gewahlt.
Anpassung Keine.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.4 Restgliedabschitzung

3.7.4.1 Restgliedabschitzung (1)

Tags Taylorreihe , Taylor, Reihen
Screenshot (Stand 23.03.2024)

Gegeben ist die Funktion f* mit

[ =,

Bestimmen Sie das Taylopolynom T03f(x) dritten Grades von f am Entwicklungspunkt
a=0.

Esist T03f(x) =

Bestimmen Sie den maximalen Fehler R(x(;0), den das Taylorpolynom T03f(x) dritten
Grades von f am Entwicklungspunkt a = 0 auf dem Intervall [0; 1] annimmt.

Esist R(x;0) =

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das Taylorpolynom dritten Grades fiir die Funkti-

on

berechnet werden. Danach soll eine Restwertabschétzung auf

dem Interval [0; 1] gemacht werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Taylorpolynom, Differentialrech-
nung

Randomisierung Der Parameter p, der Funktion wird randomisiert. Dies hat keinen in-
haltlichen Einfluss auf die Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.4.2 Restgliedabschitzung (2)

Tags Taylorreihe , Taylor, Reihen
Screenshot (Stand 23.03.2024)
Gegeben ist die Funktion f mit
fx) =8 e>.

Bestimmen Sie das Taylopolynom T03f(x) dritten Grades von f am Entwicklungspunkt
a=0.

Esist T03f(x) =

Bestimmen Sie den maximalen Fehler R(x(;0), den das Taylorpolynom T03f(x) dritten
Grades von f am Entwicklungspunkt a = 0 auf dem Intervall [—1; 1] annimmt.

Esist R(xp;0) =

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser %ufgabe soll das Taylorpolynom dritten Grades fiir die Funk-

tion p - 27 berechnet werden. Danach soll eine Restwertabschitzung

auf dem Interval [—1;1] gemacht werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Taylorpolynom, Differentialrech-
nung

Randomisierung Der Parameter p, der Funktion wird randomisiert. Dies hat keinen in-
haltlichen Einfluss auf die Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.4.3 Restgliedabschitzung (3)

Tags Taylorreihe , Taylor, Reihen
Screenshot (Stand 23.03.2024)

Gegeben ist die Funktion f* mit
fx)=7-x* - In(x).

Bestimmen Sie das Taylopolynom T, f(x) dritten Grades von f am Entwicklungspunkt
a=e.

Esist T, f(x) =

Bestimmen Sie den maximalen Fehler R(x(;e), den das Taylorpolynom To3f(x) dritten
Grades von f am Entwicklungspunkt a = e auf dem Intervall [2.61;2.81] annimmt.

Esist R(xg;e) =

Autor Hakim Giinther| (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das Taylorpolynom dritten Grades fiir die Funkti-

on In(z)-(pz*) berechnet werden. Danach soll eine Restwertabschitzung

auf dem Interval [2,61;2,81] gemacht werden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Taylorpolynom, Differentialrech-
nung

Randomisierung Der Parameter p, der Funktion wird randomisiert. Dies hat keinen in-
haltlichen Einfluss auf die Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.5 Grenzwerte und Taylorreihen

3.7.5.1 Grenzwerte (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Taylorreihe , Taylor, Reihen
(Stand 23.03.2024)

Gegeben ist die Funktion f* mit

cos(xz)ﬂz‘4

7sin(x4)

fx) =

Bestimmen Sie mithilfe der Taylorreihe den Grenzwert

ces(xz)fe)‘J

7sin(x4)

s =limy,_,

Esist s =

Hakim Giinther (WH)
Hakim Giinther
CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe soll der Grenzwert fiir die Funktion

cos(z2)e*’
cos(a2)er’
q - sin(z?)

rechnet werden. Hierbei sollen die Studierende eine Taylorreihen ver-

wenden.

Funktionsbegriff, Termumformungen, Taylorpolynom, Differentialrech-

nung

Der Parameter q, der Funktion wird randomisiert. Dies hat keinen in-

haltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
keine

Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.5.2 Grenzwerte (2)

Tags Taylorreihe , Taylor, Reihen
Screenshot (Stand 23.03.2024)

Gegeben ist die Funktion f mit

7
Pl
fly = <22

Bestimmen Sie mithilfe der Taylorreihe den Grenzwert

2 2
¥ —x—1

s = lim,Ho )
Esist s =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
z? 1 — ¢4
Thema In dieser Aufgabe soll der Grenzwert fiir die Funktion c - v

x24
berechnet werden. Hierbei sollen die Studierende eine Taylorreihen ver-

wenden.

Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Taylorpolynom, Differentialrech-
nung

Randomisierung Der Parameter ¢, der Funktion wird randomisiert. Dies hat keinen in-
haltlichen Einfluss auf die Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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3.7.5.3 Grenzwerte (3)

Tags Taylorreihe , Taylor, Reihen
Screenshot (Stand 23.03.2024)
Gegeben ist die Funktion f mit
fx) = 26

Bestimmen Sie mithilfe der Taylorreihe den Grenzwert

s =lim, o 20+
Esist s =
Autor Hakim Giinther (WH)
Idee Hakim Giinther
Lizenz CC BY-SA 4.0
) L . In(142P)
Thema In dieser Aufgabe soll der Grenzwert fiir die Funktion T be-
rechnet werden. Hierbei sollen die Studierende eine Taylorreihen ver-
wenden.
Vorkenntnisse Funktionsbegriff, Termumformungen, Taylorpolynom, Differentialrech-
nung
Randomisierung Die Parameter q und p, der Funktion wird randomisiert. Dies hat keinen

inhaltlichen Einfluss auf die Aufgabe.
Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: nein

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4 Grundlagen der Mehrdimensionalen Analysis

4.1 Grundbegriffe und Eigenschaften von Abbildungen

Die Aufgaben in diesem Themenbereich behandeln grundlegende Begriffe zu und Eigenschaften von
mehrdimensionalen Abbildungen. Schwerpunkte sind die Angabe von Bildern und Urbildern von Men-
gen mithilfe von bestimmenden (Un-) Gleichungen und der Bestimmung des des maximalen Definiti-

onsbereich unter anderem gebrochen rationaler Funktionen.

Inhaltsverzeichnis
[4.1.1  Definitionsbereichl . . . . . . . . . . . . e 269
4.1.1.1  Definitionsbereich 11 . . . . . . . . . . . ... o 269
4112 Definitionsbereich 2 . . . . . . . . ... ... ... ... .. 270
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van der Smagt (RUB) und steht unter der Lizenz Creative Commons Namensnennung - Weitergabe unter gleichen
Bedingungen 4.0 International (CC BY-SA 4.0). Die Lizenzbedingungen kénnen unter https://creativecommons.org/
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4.1.1 Definitionsbereich

4.1.1.1 Definitionsbereich 1

Tags Definitionsbereich
Screenshot (Stand 24.03.2024)

Geben Sie bei den folgenden mehrdimensionalen Funktionen die Bedingungen fiir den
maximalen Definitionsbereich an.

(a) Fir die Funktion f mit,
1
5—2-x2+1-)?)
geben Sie die Bedingung an, unter der ein Paar reeller Zahlen (x,y) im

Definitionsbereich D C R? liegt. Geben Sie die Bedingung in der Form einer
Ungleichung an.

f&xy) =

1

N = s 21 P

(b) Fiir die Funktion g mit,
g(x,y,z)=\/5+1-x—1~y2—1-z2

geben Sie die Bedingung an, die die untere Grenze von x im Definitionsbereich D C R3
bestimmt, sodass der Ausdruck unter der Wurzel immer nicht-negativ ist.

g, y,2)=4/5+1-x—1-y2— 122

(c) Fir die Funktion & mit,
(x,y) =In(9 - x —4)

geben Sie die Bedingungen an, unter denen (x, ¥) im Definitionsbereich D C R? liegt,
unter Berlicksichtigung der Bedingungen fir den Logarithmus.

h(x,y) =In(9 - x —4) - y;

Bitte geben Sie lhre Antworten in der Form von Ungleichungen an. Beachten Sie alle
mathematischen Einschrankungen wie die Nichtnegativitat unter der Wurzel, den
Nenner ungleich Null und die Gliltigkeit des Arguments fiir den Logarithmus. Briiche
konnen in der Form a/b angegeben werden. Vermeiden Sie FlieBkommazahlen.

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgaben soll die Bedingung fiir den Definitionsbereich fiir

folgende Funktionen aufgestellt werden: f(z,y) = bt 7
a—(b-224c-y

g(x,y,2) = \/d+e~x—f-y2—g-22,und hz,y) =In(j -z —h)-y.

Vorkenntnisse Funktionen

Randomisierung Die Parameter a, b, c,d, e, f,g,h und j werden randomisiert.
Anpassung Wertebereich der Randomisierung kann bedingt angepasst werden.
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.1.1.2 Definitionsbereich 2

Tags Definitionsbereich
Screenshot (Stand 23.03.2024)

Geben Sie bei den folgenden mehrdimensionalen Funktionen die Bedingungen fir den
maximalen Definitionsbereich an:

(a) Fiir die Funktion f mit,
.Xz
f(x,y,2z) = 1n(}y§;2+w - 1)

geben Sie die Bedingung an, die den Definitionsbereich D C R3 bestimmt, sodass der
Ausdruck im Logarithmus immer gréBer als 0 ist

e
flx,y.2) = ln(% - 1);

(b) Fir die Funktion g mit,
_ 1
g(x, J’) - |1-x3—2-y2|+2

bestimmen Sie die Bedingung, unter der ein Paar reeller Zahlen (x,y) im
Definitionsbereich D c R2 liegt. Berlicksichtigen Sie dabei die Eigenschaften der
absoluten Wertfunktion und den Nenner der Funktion, um zu gewabhrleisten, dass der
Ausdruck immer positiv und nicht gleich null ist.

_ 1 o
g(x,y) = o222’

Bitte geben Sie lhre Antworten in der Form von Ungleichungen an.

Autor Hakim Giinther (WH)

Idee Hakim Giinther

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgaben soll die Bedingung fiir den Definitionsbereich fiir
folgende Funktionen aufgestellt werden: f(z,y,z) =In (% — 1)
und g(z,y) = m

Vorkenntnisse Funktionen

Randomisierung Die Parameter m,n.o,p,q,r und s werden randomisiert.

Anpassung Wertebereich der Randomisierung kann angepasst werden.

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.2 Partielle und totale Ableitung

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln die grundlegenden Begriffe, Eigenschaften und Cha-
rakterisierungen der Differenzierbarkeit mehrdimensionaler Abbildungen. Zentrale Themen sind die
partielle und totale Differenzierbarkeit, Richtungsableitungen, partielle Ableitungen, das Differenti-
al und dessen lokale Darstellung als Jacobimatrix, sowie der Gradient und die Divergenz von Vek-
torfeldern. Beispiele umfassen komponentenweise polynomielle, exponentielle, trigonometrische und

logarithmische Abbildungen, iterierte Kompositionen und Parametrisierungen wie Zylinder- und Ku-

gelkoordinaten.
Inhaltsverzeichnis
4.2.1  Differenzierbarkeit elementarer Abbildungen|. . . . . . . . ... ... ... ... 273
[4.2.1.1  Differenzierbarkeit linearer Abbildungen|. . . . . . ... .. ... ... 273
[4.2.1.2  Differenzierbarkeit bilinearer Abbildungen|. . . . . . . . .. ... ... 274
4.2.2  Differential elementarer Abbildungen|. . . . . . . .. .. ... ... 275
[4.2.2.1  Differential einer bilinearen Abbildung (1)l . . . ... ... ... ... 275
[4.2.2.2  Differential einer bilinearen Abbildung (2)| . . . ... ... ... ... 276
[4.2.2.3  Difterential einer quadratischen Abbildungl . . . . . .. .. ... ... 277
[4.2.2.4  Difterential der Matrixmultiplikation|. . . . . . . . ... .. ... ... 278
4.2.3  Richtungsableitung, Stetigkeit und Differenzierbarkeit| . . . . . . . . . .. . .. 279
[4.2.3.1  Richtungsableitung und Stetigkeit| . . . . . . . .. ... .. ... 279
[4.2.3.2  Richtungsableitung und Differenzierbarkeit| . . . . . . . .. . ... .. 280
4.2.4  Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit| . . . . . . . ... ... ... ... 282
[4.2.4.1  Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit (1/3)[. . . . . . . .. .. 282
[4.2.4.2  Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit (2/3)[. . . . . . . .. .. 284
[4.2.4.3  Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit (3/3). . . . . . . .. .. 286
[4.2.4.4 Allgemeine Gasgleichung 2| . . . . . ... ... ... ... .. ..... 288
4.2.5  Berechnung von partiellen Ableitungen|. . . . . . . . ... ... ... ... . 290
[4.2.5.1  Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (1)] . . ... ... ... ... 290
[4.2.5.2  Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (2)] . . ... ... ... ... 292
[4.2.5.3  Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (3)] . . . . . ... ... ... 294
[4.2.5.4  Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (4)] . . ... ... ... ... 296
[4.2.5.5  Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (5)] . . . ... ... ... .. 298
[4.2.5.6  Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (6)] . . . .. ... ... ... 300
4.2.6  Berechnung von Differential und Jacobimatrix| . . . ... ... ... ... ... 302
[4.2.6.1 Differential einer komponentenweise definierten Abbildung (1)] . . . . 302
[4.2.6.2  Differential einer komponentenweise definierten Abbildung (2)[ . . . . 303
[4.2.6.3  Jacobimatrix einer iterierten Abbildung (1)|. . . . . . ... ... ... 304
[4.2.6.4  Jacobimatrix einer iterierten Abbildung (2)]. . . . . . ... ... ... 305
4.2.7  Gradient und Divergenz| . . . . . . . . . ... 306

[4.2.7.1  Divergenz des Gradientenfeldes einer quadratischen Abbildung (1)| . . 306
[4.2.7.2  Divergenz des Gradientenfeldes einer quadratischen Abbildung (2)[ . . 307

4.2.8  Koordinaten, Karten und Parametrisierungen| . . . . . . . .. ... .. ... .. 308
[4.2.8.1  Zylinderkoordinaten| . . . . . .. .. ..o Lo oo 308
[4.2.8.2 Kugelkoordinaten| . . . . . ... .. ... oL 310
M283 Toruskoordinatenl . . . . . . . . ... 311
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4.2.1 Differenzierbarkeit elementarer Abbildungen

4.2.1.1 Differenzierbarkeit linearer Abbildungen

Tags Differential, Differenzierbarkeit, Lineare Abbildung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Sei f: R" - R™ eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass f differenzierbar in jedem Punkt a € R" ist. Gehen Sie
dazu wie folgt vor.

(a) Bestimmen Sie eine lineare Abbildung L : R"” — R™, sodass die Abbildung

r RO (a) o 7, x o J@) = S@ = L= a)

[lx = all
stetig durch null nach {a} fortgesetzt werden kann. Es bezeichne || - || die euklidische Norm. Geben Sie L(x) fiir alle
x € R" an.
Esist L =

(b) Um die stetige Fortsetzbarkeit der Abbildung r, mit der von lhnen in Aufgabenteil (a) angegebenen Abbildung L zu
beweisen, geben Sie zu beliebigem £ > 0 ein§ > 0 an, sodass fiiralle x € R" \ {a} mit [|x — a|| < § gilt

[Ira(x) = Ol < &.

Esist6 =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit einer linearen Abbildung

gezeigt und deren Differential bestimmt werden.
Vorkenntnisse Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-

keit mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung keine
Anpassung keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.2.1.2 Differenzierbarkeit bilinearer Abbildungen

Tags Differential, Differenzierbarkeit, Bilineare Abbildung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Sei f: R"X R" — R! eine bilineare Abbildung. Da f insbesondere stetig ist, existiert eine Konstante ¢ > 0, sodass !

2
If G I < e NG, M
fiir alle (x, y) € R" X R™ ist. Dabei bezeichne || - || die euklidische Norm. Zeigen Sie, dass f differenzierbar in jedem
Punkt (a, b)) € R" X R™ ist. Gehen Sie dazu wie folgt vor.

(a) Bestimmen Sie dazu eine lineare Abbildung L : R” X R™ — R', sodass die Abbildung
f(x,y) = fla,b) — L((x, y) — (a, b))
I, 9) = (a. D)l
stetig durch null nach {(a, b)} fortgesetzt werden kann. Geben Sie L(x, y) fir alle (x, y) € R” X R" an.

Tap P R"XR"\ {(@,0)} > R, (x,y) ~

Esist L(x,y) =

(b) Um die stetige Fortsetzbarkeit der Abbildung 7,5 mit der von Ihnen in Aufgabenteil (a) angegebenen Abbildung L
zu beweisen, geben Sie zu beliebigem € > 0 ein und falls méglich das groBte 6 > 0 an, sodass fir alle
(x,y) € R" x R™\ {(a,b)} mit ||(x, y) — (a, b)|| < & die Ungleichung

17y (x,») = Ol < e.

erflillt ist. Geben Sie dabei € als epsilon ein.
Esistd =

» Zur Forderung eines, falls méglich, gréBten 6 > 0

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll die Differenzierbarkeit einer bilinearen Abbildung

gezeigt und deren Differential bestimmt werden.
Vorkenntnisse Kenntnis der Definition und der Charakterisierung der Differenzierbar-

keit mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung keine
Anpassung keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.2.2 Differential elementarer Abbildungen

4.2.2.1 Differential einer bilinearen Abbildung (1)

Tags Differential, Bilineare Abbildung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Sei L : R” — R" eine lineare Abbildung. Betrachten Sie die Funktion
fiR'"XR" > R,(x,y) = x- L(y),
die zwei Vektoren x und y auf das Standardskalarprodukt x - L (y) von x und L(y) abbildet.

Bestimmen Sie das Differential D f(x, y)(v, w) von f am Punkt (x,y) in Richtung (v, w). Geben Sie dabei das
Skalarprodukt x - y als x.y ein.

Esist D f(x, y)(v, w) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Differential einer bilinearen Abbildung

[R" xR, = (z,y) = - L(y),

die den Punkt (z,y) auf das Standardskalarprodukt von z und L(y)

abbildet, bestimmt. Dabei ist L : R® — R" eine allgemeine lineare

Abbildung.

Vorkenntnisse Differential mehrdimensionaler Abbildungen, Differential bilinearer Ab-
bildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.2.2.2 Differential einer bilinearen Abbildung (2)

Tags Differential, Bilineare Abbildung

Screenshot (Stand 29.07.2024)
Sei {b}, by} eine Orthonormalbasis des R? beziiglich des Standardskalarprodukts und sei L : R?> — R? die lineare
Abbildung mit

L(b)) =8by+7by,
L(by) =9by+3b;
Betrachten Sie die Funktion
fiRPXR? 5 R, (x,3) = x- L(y),
die zwei Vektoren x und y auf das Standardskalarprodukt x - L (y) von x und L(y) abbildet.

Bestimmen Sie das Differential D f(by, b>)(by, by) von f am Punkt (by, by) in Richtung (by, by).
Esist D f(by, b2)(by, bo) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe soll das Differential der bilinearen Abbildung

fRPX R, = (2,y) = 2 L(y),

bestimmt werden, die den Punkt (z,y) auf das Standardskalarprodukt
von x und L(y) abbildet. Die lineare Abbildung L : R? — R? ist durch
Angabe des Bildes einer beziiglich des Standardskalarprodukts ortho-
normalen Basis {b1,b2} definiert. Die Koeffizienten aj;, ajae, as; und

as9 in den Linearkombinationen
L(b1) = a11 b1 + a1 b2,  L(b2) = a12b1 + az2 by

werden als paarweise verschiedene ganze Zahlen zwischen —9 und 9
gewéhlt. Das Differential von f soll ausgewertet an Punkten (b;,b;) in

Richtung (bg, b;) mit ¢ # [ und j # k angegeben werden.

Vorkenntnisse Differential mehrdimensionaler Abbildungen, Differential bilinearer Ab-
bildungen
Randomisierung Die Wahl der Koeffizienten a1, a1z, as; und aqo ist zufillig. Die Aus-

wahl der Basisvektoren in den Argumenten des Differetials von f ist

zuféllig.
Anpassung keine
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.2.3 Differential einer quadratischen Abbildung

Tags Differential, Gradient, quadratische Form

Screenshot (Stand 29.07.2024)
Sei L : R" — R" eine beziiglich des Standardskalarprodukts selbstadjungierte lineare Abbildung. Betrachten Sie die
Funktion

fiR"> R, x> x-L(x),
die einen Vektor x auf das Standardskalarprodukt x + L (x) von x und L (x) abbildet.

(a) Bestimmen Sie das Differential D f(x)(v) von f am Punkt x in Richtung v. Geben Sie dabei das Skalarprodukt x - y
als x.y ein.

Esist Df(x)(v) =

(b) Bestimmen Sie den Gradienten grad f(x) von f am Punkt x.

Esist grad f(x) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Differential einer quadratischen Abbildung
bestimmt.

Vorkenntnisse Differential mehrdimensionaler Abbildungen, Differential bilinearer Ab-
bildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.2.4 Differential der Matrixmultiplikation

Tags Differential, Matrixmultiplikation
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung
fiR™xR™ > R™ (A,B)~ A- B,

die zwei (n X n)-Matrizen A und B auf deren Matrixprodukt A - B abbildet. Bestimmen Sie das Differential
Df(A, B)(X,Y) von f am Punkt (A, B) in Richtung (X, Y). Geben Sie dabei das Matrixprodukt A - B als A.5 ein.

Esist Df(A, B)(X,Y) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Differential der Matrixmultiplikation be-
stimmt.

Vorkenntnisse Differentials mehrdimensionaler Abbildungen, Differential bilinearer
Abbildungen

Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.3 Richtungsableitung, Stetigkeit und Differenzierbarkeit

4.2.3.1 Richtungsableitung und Stetigkeit

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Richtungsableitung, Stetigkeit
(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

2 —
h:quR,x:(Xl,xz)H{l & =5 @ >0
0 sonst

In dieser Aufgabe sollen Sie (in mehreren Schritten) zeigen, dass alle Richtungsableitungen von 4 in Null existieren, aber
h in Null nicht stetig und damit insbesondere nicht differenzierbar ist.

(a) Zeigen Sie, dass fir alle v = (v, 03) € R? die Funktion R — R, t — h(tv) differenzierbar in null ist. Geben Sie
dazu eine Zahl a, € R an, sodass die Funktion

h(tv)=h(0)
= t#0

rl,:[R—>IR,r>—>{
a, t=0

stetig in null ist. Geben Sie v; und v, gegebenenfalls als v1, v2 ein.

Esista, =

(b) Beweisen Sie die Aussage in Aufgabenteil (a), indem Sie zu beliebigem & € ]0, 1[ ein und, falls méglich, das gréBte
& > 0 angeben, sodass |r,(f) — r,(0)| < € fiir alle € R mit [t — 0] < & ist. Geben Sie den Betrag einer Zahl z als
abs(z) ein.

Unterscheiden Sie die folgenden zwei Félle:
(i) Fir vjvy < 0isté =
(i) Fir vjvp > Qist6 =

» Forderung eines, falls méglich, gréBten 6 > 0

(c) Geben Sie fiir alle 5 € 10, 1[ einen Punkt x € R? an, sodass ||x = O||max = & ist und sodass |A(x) — h(0)] > 1
ist. Dabei bezeichne || - || max die Maximumsnorm auf R%. Geben Sie 6 als delta und einen Punkt (a, b)) € R? als [a,b]
ein.

Esistx = (x1,X2) =

» Forderung eines Punkts x mit [|x — 0| pax = &
» Wahl der Maximumsnorm || - || max

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird die Existenz aller Richtungsableitungen der

Funktion

1 22 =29, 20 >0#0
[R5 R, 2= (x1,2) ! S a
0 sonst

bewiesen. Weiterhin soll gezeigt werden, dass die Funktion nicht stetig
in null ist.

Definition und Charakterisierung von Richtungsableitung, Stetigkeit
beziiglich der euklidischen Norm und der Maximumsnorm

Der Bezeichner der Funktion wird zufillig aus einer Liste von drei Be-
zeichnern ausgewahlt. Dies hat keinen inhaltlichen Einfluss auf die Auf-
gabe.

keine

Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 280

4.2.3.2 Richtungsableitung und Differenzierbarkeit

Tags Richtungsableitung, Differenzierbarkeit
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

X1 |xa| 0
hR SR x=(px) o 4 1 *70
0 x=0
Dabei bezeichne || - || die euklidische Norm auf R2. Zeigen Sie, dass alle Richtungsableitung von A in null existieren,

obwohl 4 in null nicht differenzierbar ist.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von h auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]* in der x;x-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (J). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter 4 wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=010m

O—— az=0651

(a) Zeigen Sie, dass fur alle v = (v}, 07) € R? die Funktion R — R, t — h(tv) differenzierbar in null ist. Geben Sie
dazu eine Zahl g, € R an, sodass die Funktion

h(tv)=h(0)
—— t#0
r,,:R—>IR,t>—>{ =y #
a, t=0
stetig in null ist. Geben Sie v; und v, als v1, v2 und den Absolutbetrag einer Zahl z als abs(z) ein. Unterscheiden Sie
dazu die folgenden beiden Félle.

(i) Firv = O ista, =
(ii) Fir v # O ista, =
(b) Beweisen Sie die Aussagen in Aufgabenteil (a), indem Sie zu beliebigem £ € ]0, 1[ ein und, falls méglich, das gréBte

6 > 0 angeben, sodass |r,(t) — r,(0)| < & fir alle t € R mit |t — 0] < § ist. Unterscheiden Sie dazu die folgenden
beiden Falle.

(i) Firo = 0ist6 =
(ii) Fiir v # 0 ist & =

» Forderung eines, falls méglich, gréBten 6 > 0

(c) Beweisen oder widerlegen Sie mithilfe von Aufgabenteil (a), dass h differenzierbar in null ist. Vervollstandigen Sie
dazu den folgenden Lickentext.

Die Funktion A ist |:| differenzierbar in null, da die Funktion

R2—>R,u»—>av

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema In dieser Aufgabe wird die Existenz aller Richtungsableitungen der
Funktion

z1|za| x40

[E]

0 z=0

f:R? SR, x = (x1,22) —

bewiesen. Anschlieflend wird mithilfe eines Liickentextes bewiesen, dass
f in null nicht differenzierbar ist.

Vorkenntnisse Definition und Charakterisierung von Richtungsableitung, Stetigkeit
beziiglich der euklidischen Norm, Differential als lineare Approxima-
tion

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion wird zufillig aus einer Liste von drei Be-
zeichnern ausgewéhlt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierigkeits-
grad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.4 Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit

4.2.4.1 Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit (1/3)

Tags Differential, Richtungsableitung, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Betrachten Sie die Funktion
f: R? - R, x = (x1,x3) — { = ;‘;:"1 %= O.
0 x=0

Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von f. Gehen Sie dabei wie folgt vor.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie kdnnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt ®@). Der zugeharige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=010m

—0 az=-065™

(a) Zeigen Sie, dass fur alle v = (vy,03) € R? die Funktion R — R, t = f(tv) differenzierbar in null ist. Geben Sie
dazu eine Zahl a, € R an, sodass die Funktion
S@av)—-f©0)
—— t#0
rv:R—>IR,r>—>{ =0 #
a, t=0
stetig in null ist.

Esista, =

(b) Beweisen Sie die Aussage in Aufgabenteil (a), indem Sie zu beliebigem £ € ]0, 1[ ein und, falls méglich, das gréBte
& > 0 angeben, sodass |r,(t) — r,(0)| < & fir alle t € R mit |t — 0] < § ist. Geben Sie € als epsilon und ein die
Komponenten vy, v, von v als v1, v2 ein.

(i) Fir vjv, = vy03 isté =
(ii) Fiir 03 vy # 0103 ist6 =

» Forderung eines, falls méglich, gréBten 6 > 0

(c) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f am Punkt x = (0,0) € R2.
Unterscheiden Sie die folgenden Falle:

S o of _

(i) Fir x = O ist E(x) =

(i) Fir x = 0 ist 22 (x) =

(d) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an Punkten x = (x|, X3) € R? \ {0}.
S . of
(i) Fir x # O ist a—x‘(x) =

(i) Fiir x # 0 ist %(x) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

In dieser Aufgabe wird die Existenz aller Richtungsableitungen der
Funktion

23x0—x

1m§+zéy2 T # O

0 z=0

f:R? SR, x(z1,22) —

in null bewiesen. Anschlieend werden die partiellen Ableitungen in
null und allen anderen Punkten mithilfe der Rechenregeln fiir partielle
Ableitungen bestimmt.

Richtungsableitung, Kettenregel, Produktregel

Der Bezeichner der Funktion f wird zufillig aus einer Liste von drei
Bezeichnern ausgewihlt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierig-
keitsgrad der Aufgabe.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.4.2 Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit (2/3)

Tags Differential, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

3 3
X] X2=X| X3
— x#0
g:R2_’R.x2(X1,x2)I—>{ x4} #
0 x=0
und deren partielle Differentiale erster Ordnung
3xxn-x 2x1 (x] xa—x1 x3)
2 — - ———— x#0
a_;i TR2 5 R, x = (x1,X) 34x (B # ’
0 x=0
B3xx2 2% (¥ x-x x))
% . R’ = SR - x 20
7o RE =2 R x = (x1,x0) = x3+xi (3+3)
0 x=0

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von g auf dem Einheitsquadrat [—1, 11 in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph [J). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter g wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @). Der Gradient von g ist als Vektorpfeil dem Funktionsargument angeheftet (Pfeil ->).

el=010m

—0 az=-0.65m

(a) Zeigen Sie, dass die partiellen Ableitungen erster Ordnung von g stetig in null sind. Geben Sie dazu fiir jedes
beliebige € € ]0, 1[ ein und, falls méglich, das gréBte 6 > 0 an, sodass

L@ - Zo)|<e
firalle x € R? mit [|x — O|| < & ist. Dabei bezeichne || - || die euklidische Norm auf R?. Geben Sie ¢ als epsilon ein.
Unterscheiden Sie die folgenden zwei Falle:
(i) Firi = 1ist5 =
(ii) Firi = 2 ist 6 =

» Forderung eines, falls méglich, gréBten 5 > 0

(b) Beweisen oder widerlegen Sie mithilfe von Aufgabenteil (a), dass g differenzierbar in null ist. Vervollstandigen Sie
dazu den folgenden Lickentext.

Die Abbildung g ist *#‘ differenzierbar in null, da deren $ | in null 3
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe wird die Stetigkeit aller Richtungsableitungen der
Funktion

3
TIT2—T1Y2
a2 x#£0
f:R? 5 R, 2(xy,29) oty
0 z=0

in null bewiesen. Anschliefend wird mithilfe eines Liickentextes bewie-

sen, dass f in null (stetig) differenzierbar ist.
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Vorkenntnisse Stetigkeit, Kriterium fiir Differenzierbarkeit in Abhéngigkeit der Ste-
tigkeit aller partiellen Ableitungen, ebene Polarkoordinaten

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion f wird zufillig aus einer Liste von drei
Bezeichnern ausgewihlt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierig-
keitsgrad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.4.3 Partielle Ableitungen und Differenzierbarkeit (3/3)

Tags Differential, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

3 3
X X3—x1 X3

x#0
fiRP S R, x = (x1,%) — { x3+x? #
0 x=0
und deren partielle Differentiale erster Ordnung
3 x3 x,—x3 2x1 (X3 x2—x1 %3
VR LR x= I::zA_il(;’,;' ) x#0
Ik - R, x=(x1,x) ~ g (x3+x3) .
0 x=0
3 2 3 3
¥-3xx3 23 (¥ xn-x x3)
S " R2S5 R x= Ty ; 22 x#0
ol X = (X1, %) & B (x3+x1) .
0 x=0

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x;-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph [1). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt ®). Der Gradient von f ist als Vektorpfeil dem Funktionsargument angeheftet (Pfeil -).

el=0.10T

az=-0.651

(a) Bestimmen Sie die Komposition der partiellen Ableitung erster Ordnung von f in x; mit der Kurve ¢; : R — [RZ,
t > te; am Punkt# € R. Dabei bezeichne e; den i-ten Standardbasisvektor von R2.

Unterscheiden Sie die folgenden vier Falle:

(i) Es ist % ocy(t) =

(ii) Es ist :Tfl o co(t) =

(i) Es ist ;’—sz oci(t) =

(iv) Es ist :—){2 o co(f) =

(b) Bestimmen Sie mithilfe von Aufgabenteil (a) die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an null.

Unterscheiden Sie die folgenden vier Falle:

2/0,0) =

(i) Es ist P

(i) Es ist =20, 0) =

Ia0x;

(i) Es ist dx"f—dfxz(o, 0) =

(iv) Es ist ?:—{(0, 0) =
x5

(c) Beweisen oder widerlegen Sie mithilfe von Aufgabenteil (b), dass f zweimal differenzierbar in null ist.
Vervollstandigen Sie dazu den folgenden Liickentext.

Die Abbildung f ist %+ | zweimal differenzierbar in null, da deren‘ s

in null ‘ s

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption
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In dieser Aufgabe werden die zweiten partiellen Ableitungen der Funk-
tion

3T —T1Y2

~orez. *#0

0 z=0

f:R? SR, x(z1,22) —

in null als Richtungsableitungen der ersten partiellen Ableitung be-
stimmt. AnschlieBend wird mithilfe eines Liickentextes widerlegt, dass
f in null zweimal differenzierbar ist.

Satz von Schwarz, Eigenschaften der Hessematrix, partielle Ableitungen
erster und zweiter Ordnung, Richtungsableitung

Der Bezeichner der Funktion f wird zufiillig aus einer Liste von drei
Bezeichnern ausgewihlt. Dies hat keinen Einfluss auf den Schwierig-
keitsgrad der Aufgabe.

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.4.4 Allgemeine Gasgleichung 2

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Differenzierbarkeit, partielle Ableitung
(Stand 29.07.2024)

Die Allgemeine Gasgleichung (oder Zustandsgleichung idealer Gase)
RTn
p

beschreibt, welches Volumen V ein ideales Gas der Stoffmenge n bei einer Temperatur 7' und einem Druck p einnimmt.
Dabei bezeichne R die allgemeine Gaskonstante. Untersuchen Sie V" als Funktion

RTn

V=

ViR, xR, > R, (p,T) >

von p und T fir Konstanten n, R > 0.

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von V' (Graph [J) tber einem Quadrat des Definitionsbereichs
als Teilmenge der x;x, -Ebene von R3 aufgezeichnet gegen die x3-Achse. Sie kénnen das Funktionsargument in der
XX, -Ebene verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter V' wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen
Punkts auf dem Graphen angezeigt (Punkt @).

a
A |
| I 1/

I V1
I A

el=010m

s

(a) Es ist V partiell differenzierbar. Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von ¥ an dem Punkt
(»T) e Ry XR,.

(i) Es ist %(p, T) =

(i) Esist &.(p, T) =

(c) Begriinden Sie mithilfe von Aufgabenteil (a), dass V' differenzierbar in jedem Punkt (p,T) € Ry X R ist.
Vervollstindigen Sie dazu den folgenden Satz, indem Sie einen geeigneten Satzteil aus den vier angegebenen
Satzteilen auswahlen.

Es ist V differenzierbar in jedem Punkt (p, T) € Ry X R, denn alle partiellen Ableitungen erster Ordnung von V'
existieren und sind ...

symmetrisch.
positiv homogen von Ordnung 1.
stetig.

antisymmetrisch.

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das durch die Allgemeine Gasgleichung

_RTn
p

v

beschriebene Volumen V' als Funktion von Druck p und Temperatur 7'
untersucht. In Aufgabenteil (a) sollen die partiellen Ableitungen erster
Ordnung bestimmt werden. In Aufgabenteil (b) soll durch Ergénzen
eines Liickentextes begriindet werden, dass V stetig differenzierbar in
jedem Punkt des Definitionsbereichs ist.

Richtungsableitungen, Kriterium fiir die Differenzierbarkeit einer Ab-
bildung
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Randomisierung keine

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

Bemerkung Aufgabe behandelt ebenfalls die Allgemeine Gasgleichung im

Themenfeld von Aquivalenzumformungen von Gleichungen.
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4.2.5 Berechnung von partiellen Ableitungen

4.2.5.1 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (1)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

f:RZaR,(x,y)b—»xy2+x2+xA

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 11% in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph [1). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehérige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

az=-0.65m

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

S el Of _
(i) Es ist g(x, y) =

S

(ii) Es ist a—y(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

. .S _

(i) Es ist F(x, y) =

- L P
(ii) Es ist ﬁ(x, y) =

(iii) Es ist ‘Zf(x,y) =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Jorg Harterich
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen rationale Funktion f dritter Ordnung in zwei
Verénderlichen x und y mithilfe der Produkt- und Kettenregel bestimmt

werden. Die Funktion f ist von der Form

F@y) = aza® Y + ap 2 Y2 + ag 21 Y2,
wobei a; € {—1,+1}, b; € N und ¢;; € Ny mit

by +by=3 und c¢;1 +co=1

fiir alle ¢ € {1,2,3} und alle j € {1,2} gewihlt werden. Aufgrund der
Wahl von b; und b, ist das Monom dritten Grades stets bivariat.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von rationalen Funktionen
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Randomisierung Die Koeflizienten ay, as, a3 und die Exponenten by, by, ¢11, 212, ca1, co2
werden zufillig ausgewéhlt.

Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehérigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.5.2 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (2)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

. <y
fiDp =R Gy = =7

auf ihnrem maximalen Definitionsbereich D ; C R2.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x,-Ebene von R3?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie konnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € ID/, an denen sie
existieren.

9,

(i) Esist L(x,y) =

(ii) Es ist 3—§(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € [Df, an denen sie
existieren.

. LS

(i) Es ist ‘h—_z(x,y) =

" . S _

(i) Es ist m(x, y) =

.S —
(iif) Es ist F(x,y) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Jorg Harterich

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
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Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und
zweiten Ordnung einer reellen gebrochen-rationalen Funktion f in
zwei Verdnderlichen z und y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der
Produkt- und Kettenregel bestimmt werden. Die Funktion f ist von der

Form

as b ybz

f(x,y) =

Qo T2 YC22 + qq 11 yC12’

wobei a; € {—1,+1}, b; € N und ¢;; € Ny mit
by +ba=3 und c¢;1 +co=1

fiir alle ¢ € {1,2,3} und alle j € {1,2} gewihlt werden. Aufgrund der
Wahl von b; und by ist das Zahlerpolynom ein bivariates Monom dritten
Grades.

Partielle Ableitung, Ableiten von gebrochen-rationalen Funktionen
Die Koeffizienten a;, as, a3 und die Exponenten by, by, c11, c212, ca1, Co2
werden zufillig ausgewahlt.

Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehérigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

diff, diffx

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.5.3 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (3)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

iR SR, (x,y) ~ sin(xy + xz).

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x,-Ebene von R3?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie konnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=010m

D 0.50)
T ~-e %

—_0 az=-0.651

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

oo Of

(i) Es ist a—(x, y) =

x

(ii) Es ist %(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

Sy O

(i) Es ist ‘h—_z(x,y) =

;
(i) Es ist 2L (x, ) =

(iii) Es ist %(x, )=

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Jorg Harterich
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Verdnderlichen x und y
mithilfe der Produkt- und Kettenregel bestimmt werden. Die Funktion

f ist von der Form
fla,y) = glag 2 4 + ay 2 y2),

wobei g € {cos,sin}, a;, € {—1,+1} und b;,c; € Ny mit
bi+by=2=ci+c2 und b; #¢y

fiir alle ¢ € {1,2,3} und alle j € {1,2} gewé#hlt werden.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von rationalen und trigonometrischen
Funktionen
Randomisierung Die Koeflizienten a1, as,a3 und die Exponenten by, b, c1,co werden

zufiillig ausgewéhlt.
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Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehorigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.5.4 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (4)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

f Dy = R, (x,y) = sin(cos(x) y).

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der x;x;-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph [1). Sie konnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehérigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=010T

—_—() az=-0.651

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € [Rz, an denen sie
existieren.

M Esist L(x,) =

(ii) Es ist %(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Rz, an denen sie
existieren.

(i) Es ist %(x, y) =
(il Es ist ;j—afy(x, ) =

(iii) Es ist %(x, =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Jorg Héarterich
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Verédnderlichen z und
y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der Produkt- und Kettenregel

bestimmt werden. Die Funktion f ist von der Form

f(z,y) = a3 glaz 2" 4 h(ay 2™ y™)),

wobei g, h € {cos,sin}, a; € {—1,+1} und b; € Ny mit by + by = 1 fiir
alle i € {1,2,3} und alle j € {1, 2} gewihlt werden.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von trigonometrischen Funktionen
Randomisierung Die Koefhizienten ai,as, a3 und die Exponenten by, by werden zufillig
ausgewahlt.
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Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehorigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.5.5 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (5)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion
f iD= R, (x,y) = In(xy+x+1)

auf ihrem maximalen Definitionsbereich D s C R2.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [-1,1]% in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehérige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=0.10m

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Dy, an denen sie
existieren.

oo Of

(i) Es ist a—(x, y) =

x

(ii) Es ist %(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € [Df, an denen sie
existieren.

(i) Es ist %(X, y) =
(i) Es ist 2 (x, ) =

P —
(iii) Es ist ﬁ(x,y) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Jorg Héarterich
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Verédnderlichen z und
y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der Produkt- und Kettenregel
bestimmt werden. Die Funktion f ist von der Form

f(xvy) = az ln(al xbl be — a1 ! yCQ)v
wobei a; € {—1,4+1} und bj, ¢; € Ny mit
by +by=2=ci+c; und by #Cj

fiir alle 7,5 € {1,2} gewéhlt werden.
Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von rationalen und logarithmischen Funk-

tionen
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Randomisierung Die Koeffizienten a1, az und die Exponenten by, bo, ¢1, co werden zufillig
ausgewahlt.
Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.

Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehérigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.5.6 Partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung (6)

Tags Richtungsableitung, partielle Ableitung
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion
[ Dy = R, (x,y) = cos(y + In(x + 1))

auf ihrem maximalen Definitionsbereich D s C R2.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [-1,11% in der x;x,-Ebene von R?
aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Sie kénnen das Funktionsargument in der x;x;-Ebene verschieben
(Punkt @). Der zugehérige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen
angezeigt (Punkt @).

el=0.10m

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € Dy, an denen sie
existieren. Gegen Sie dazu gegebenenfalls sin(x) als sin(x), cos(x) als cos (x) und In(x) als 1n(x) ein.

oo Of

(i) Es ist a—(x, y) =

x

(ii) Es ist %(x, y) =

(b) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f an allen Punkten (x,y) € [Df, an denen sie
existieren.

(i) Es ist %(X, y) =
(i) Es ist 2L (x, ) =

P —
(iii) Es ist ﬁ(x,y) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Jorg Harterich
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe sollen die partiellen Ableitungen der ersten und zwei-

ten Ordnung einer reellen Funktion f in zwei Verénderlichen z und
y auf ihrem Definitionsbereich mithilfe der Produkt- und Kettenregel

bestimmt werden. Die Funktion f ist von der Form

f(z,y) = ar g1(ha(a” y*) + az 2 y"),

wobel g € {cos,sin}, hi,hy € {ln, g} mit hy # he, a; € {—1,+1} und
b; € Ng mit by + by = 1 fiir alle ¢, j € {1, 2, 3} gewahlt werden.

Vorkenntnisse Partielle Ableitung, Ableiten von trigonometrischen Funktionen
Randomisierung Die Koeffizienten a1, as und die Exponenten by, by werden zufillig aus-
gewahlt.
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Anpassung Die Koeffizienten und Exponenten konnen angepasst werden.
Uberpriifen Sie gegebenenfalls die Darstellung des zugehorigen Funk-
tionsgraphen. Bitte verwenden Sie fiir die Anpassung dieser Aufgabe
nur den Moodle-Texteditor (siehe [Empfohlener Editor).

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.6 Berechnung von Differential und Jacobimatrix

4.2.6.1 Differential einer komponentenweise definierten Abbildung (1)

Tags Differential, Exponentialfunktion, Trigonometrische Funktionen

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung
g: R 5 R (x,y,2) > (z+ ¥ + x2,cos(z) + cos(y3) + cos(xs))4

Die Abbildung g ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential Dg(x, y,z) : R® — R? von g an
(X, ¥, z), indem Sie im Folgenden das Bild der Standardbasis {e|, e, e3} von R® unter Dg(x, z, y) berechnen. Geben
Sie dabei einen Vektor (a, b) € R? als [a,b] und die Sinus-, Cosinus- und Exponentialfunktion an x als sin(x), cos(x)
bzw. exp(x) oder %e”x ein.

(a) Geben Sie Dg(x, y, z)(e;) an.
Esist Dg(x, y, z)(e;) =

(b) Geben Sie Dg(x, y, z)(e>) an.

Esist Dg(x, y, z)(e2) =

(c) Geben Sie Dg(x, y, z)(e3) an.
Esist Dg(x, y, z)(e3) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Differential einer komponentenweise definier-

ten Funktion F : R® — R? (z,y,2) — F(z,y,2) vermoge der Ketten-
und Produktregel berechnet. Die Komponenten von F sind Summen
polynomieller, trigonometrischer und exponentieller Funktionen. Jeder

Summand ist von der Form

wa

, cos(w?), sin(w®), oder exp(w),
wobei w € {x,y,z} und a € {1,2,3} fiir jeden Summand paarweise
verschieden von den {ibrigen Summanden gewéhlt werden.

Vorkenntnisse Differential mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion wird zufillig aus einer Liste von drei
Bezeichnern ausgewihlt. Der Grad a der polynomiellen Anteile wird
zuféllig aus einer Liste ausgew#hlt. Die polynomiellen, trigonometri-
schen und exponentiellen Anteile der Funktionskomponenten werden
mithilfe einer Liste zufiillig ausgew&hlt. Dies hat gegebenenfalls Ein-
fluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

Anpassung Die Liste der Bezeichner und der Exponenten kann beliebig gedndert
oder ergéinzt werden.

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.6.2 Differential einer komponentenweise definierten Abbildung (2)

Tags Differential, Exponentialfunktion, Trigonometrische Funktionen

Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung
h:R3 5 R% (x,p,2) - (e 2 —xyy sinz(yz)).

Die Abbildung  ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential Dh(x, y,z) : R® — R? von h an
(x, y, z), indem Sie im Folgenden das Bild der Standardbasis {e,, e;,e3} von R? unter Dh(x, z, y) berechnen. Geben
Sie dabei einen Vektor (a, b) € R2 als [a,b] und die Sinus-, Cosinus- und Exponentialfunktion an x als sin(x), cos(x)
bzw. exp(x) oder %e”x ein.

(a) Geben Sie Dh(x, y, z)(e;) an.
Esist Dh(x,y, z)(e;) =

(b) Geben Sie Dh(x, y, z)(e) an.
Esist Dh(x,y, z)(e2) =

(c) Geben Sie Dh(x, y, z)(e3) an.
Esist Dh(x, y, z)(e3) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Differential einer komponentenweise definier-

ten Funktion F : R® — R? (z,y,2) — F(z,y,2) vermoge der Ketten-
und Produktregel berechnet. Die Komponenten von F' sind Summen
polynomieller, trigonometrischer und exponentieller Funktionen. Jeder

Summand ist von der Form
+u® f(+v), +w(g(twu))’, =Lh(£v°w), oder =+ (+w)?,

wobei u,v,w € {x,y,z}, a,b,c € {1,2,3,4} und f, g, h € {cos,sin, exp}
jeweils paarweise verschieden gewéhlt werden.

Vorkenntnisse Differential mehrdimensionaler Abbildungen

Randomisierung Der Bezeichner der Funktion wird zufillig aus einer Liste von drei Be-
zeichnern ausgewéhlt. Die Exponenten a, b, ¢ werden zuféllig aus einer
Liste ausgewéhlt. Die polynomiellen, trigonometrischen und exponen-
tiellen Anteile f, g, h der Funktionskomponenten werden mithilfe einer
Liste zufillig ausgewéhlt. Die Vorzeichen der Summanden und Argu-
mente werden zufillig aus einer Liste ausgewahlt. Dies hat gegebenen-
falls Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

Anpassung Die Liste der Bezeichner und der Exponenten kann beliebig geédndert
oder ergéinzt werden.

Verbotene Worter diff, diffx

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.2.6.3 Jacobimatrix einer iterierten Abbildung (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Differential, Jacobimatrix

(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die differenzierbare Abbildung
F:iR? 5 R% x = (x1,%2) & (=x2, %1 + 1).

» lterierte einer Abbildung

(a) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix J;(x) des Differentials Df(x) : R? - [Rz, von f am Punkt
x = (x1,x2) € R? beziiglich der Standardbasis des R?. Geben Sie eine (2 X 2)-Matrix mit Eintrag a;j in der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte als matrix([all,al2], [a21,a22]) ein.

Esist J (x) =

(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix me(x) des Differentials Df%(x) : R? — R?, der 68-fachen Iterierte von
f amPunktx = (x1,x3) € R2 beziiglich der Standardbasis des R2.

Esist stx(x) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird die Jacobimatrix der Abbildung

iR 5 R2 (21, 29) = (=1)Fze 4+ a, (=1)* 1y +b)

mit £ € {—1,+1} und die Jacobimatrix ihrer n-fach Iterierten be-

stimmt. Das Differential von f entspricht an jedem Punkt einer Drehung

us
um2.

Kettenregel, Jacobimatrix

Der Parameter k wird zufillig als +1 oder -1 gewihlt, was die Richtung
der Drehung bestimmt. Der Parameter n wird als positive ganze Zahl
zwischen 14 und 95 gewihlt. Die Parameter a und b werden als ganze

Zahlen zwischen —5 und 5 gew&hlt. Der Bezeichner der Funktion f wird

zuféllig aus einer Liste von drei Bezeichnern ausgewéhlt.
keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.6.4 Jacobimatrix einer iterierten Abbildung (2)

Tags Differential, Jacobimatrix
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Betrachten Sie die differenzierbare Abbildung
o2 I 3x1 _ 3x 5x1x3 _3x  6x
ol = s =) = (? 22 "5t )

» lterierte einer Abbildung

(@) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix J(0) des Differentials D f(0) : R? > R?, von f am Punkt
0 = (0,0) € R? beziiglich der Standardbasis des R2. Geben Sie eine (2 X 2)-Matrix mit Eintrag a;; in der i-ten Zeile
und der j-ten Spalte als matrix([a11,a12], [a21,a22]) ein.

Esist J;(0) =

(b) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix me (0) des Differentials Df38 (0) : R? > R2, der 38-fachen Iterierten von
f amPunkt 0 = (0,0) € R? beziiglich der Standardbasis des R?.

Esist J;(0) =
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe wird die Jacobimatrix einer polynomiellen Abbildung

f :R? = R? und die Jacobimatrix ihrer n-fach Iterierten jeweils an null
bestimmt. Die Abbildung f besitzt an null einen Fixpunkt und deren
Jacobimatrix an null ist eine nilpotente (2 x 2)-Matrix.

Vorkenntnisse Kettenregel, Jacobimatrix

Randomisierung Die Koeffizienten der polynomiellen Abbildung f werden zuféllig so aus-
gewihlt, dass die oben genannten Eigenschaften von f erhalten bleiben.
Der Bezeichner der Funktion f wird zufillig aus einer Liste von drei Be-
zeichnern ausgewéhlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.2.7 Gradient und Divergenz

4.2.7.1 Divergenz des Gradientenfeldes einer quadratischen Abbildung (1)

Tags quadratische Form, Gradient, Divergenz, Laplace-Operator
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Sei B = (b, ..., bay,) eine Orthonormalbasis von R beziiglich des Standardskalarprodukts und sei L : R?" — R?"

die durch L(by) = (=1)*"'by fiiralle k € {1,...,2n} definierte quadratische Abbildung
FiR*™ SR x x- L(x),
die einen Vektor x auf das Standardskalarprodukt x + L (x) von x und L (x) abbildet.

Die folgende Abbildung zeigt fiir n = 1 den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der xx;-Ebene von
R3 aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Dabei werde B mit der Standardbasis von R? identifiziert. Sie
kénnen das Funktionsargument in der x| x, -Ebene verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird
lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen angezeigt (Punkt ®). Der Gradient von f ist als
Vektorpfeil dem Funktionsargument angeheftet (Pfeil ).

el=010m

Bestimmen Sie die Divergenz div(grad f)(x) des Gradienten grad f von f am Punkt x € R>". Geben Sie dabei das
Skalarprodukt x - y als x.y ein.

Esist div(gradf)(x) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird die Divergenz des Gradientenfeldes der quadra-

tischen Abbildung / Form
f:R™ SR, x> x- Ax)

bestimmt. Dabei ist A eine lineare Abbildung, die den k-ten Basisvektor
by einer Orthonormalbasis auf (—1)**1 b, abbildet.

Vorkenntnisse Definition des Gradienten, Definition der Divergenz, Spur als Summe
der Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit

Randomisierung Der Exponent der Koeffizienten (—1) in der Definition der linearen Ab-
bildung A wird zufillig aus k + 1 und k-1 ausgew#hlt. Dies hat keinen
Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 307

4.2.7.2 Divergenz des Gradientenfeldes einer quadratischen Abbildung (2)

Tags quadratische Form, Gradient, Divergenz, Laplace-Operator
Screenshot (Stand 29.07.2024)
Sei B = (by,...,b,) eine Orthonormalbasis von R" und sei L : R" - R" die durch L(by) = —k b, fiir alle

k € {1,...,n} definierte quadratische Abbildung
fiR"> R, x> x-L(x),
die einen Vektor x auf das Standardskalarprodukt x + L (x) von x und L (x) abbildet.

Die folgende Abbildung zeigt fiir n = 1 den Graphen von f auf dem Einheitsquadrat [—1, 1]2 in der xx;-Ebene von
R3 aufgezeichnet gegen die x3-Achse (Graph (). Dabei werde B mit der Standardbasis von R? identifiziert. Sie
konnen das Funktionsargument in der x; X, -Ebene verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird
lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punkts auf dem Graphen angezeigt (Punkt ®). Der Gradient von f ist als
Vektorpfeil dem Funktionsargument angeheftet (Pfeil ->).

el=010m

az=-0.65m

Bestimmen Sie die Divergenz div(grad f)(x) des Gradienten grad f von f am Punkt x € R". Geben Sie dabei ggf. das
Skalarprodukt x - y als x.y ein.

Esistdiv(gradf)(x) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird die Divergenz des Gradientenfeldes der quadra-

tischen Abbildung / Form
[ R" >R, z—x- Ax)

bestimmt. Dabei ist A eine lineare Abbildung, die den k-ten Basisvektor
by, einer Orthonormalbasis auf +k b, abbildet.

Vorkenntnisse Definition des Gradienten, Definition der Divergenz, Spur als Summe
der Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit, Gauflsche Summenformel

Randomisierung Das Signum der Koeffizienten in der Definiton der linearen Abbildung
A wird zufillig als positiv oder negativ ausgewéhlt. Dies hat keinen
Einfluss auf den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.2.8 Koordinaten, Karten und Parametrisierungen

4.2.8.1 Zylinderkoordinaten

Tags Zylinderkoordinaten, Differential, Funktionaldeterminante, Rotati-
onskorper
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung
cos(p) —sin(p) O r
FiRP S RY(r,@.h) = [ sin(@)  cos(p) Of-[0
0 0 1 z
Es sind (r,¢,z) die Zylinderkoordinaten des Punkts f(r,¢,z). Da f surjektiv ist, besitzt jeder Punkt in R3?

Zylinderkoordinaten. Durch Wahl einer geeigneten Einschrénkung des Definitionsbereichs von f sind die
Zylinderkoordinaten eines Punkts in R3 eindeutig.

Die folgende Abbildung zeigt die Menge {1} X [0,27] X [—1, 1] als Teilmenge des R? auf der linken Seite und deren
Bild unter f als Teilmenge von R> auf der rechten Seite. Der Punkt (Punkt ®) im Bild Iasst sich durch Verschieben des
Punkts (Punkt @) im Definitionsbereich variieren. Der Kreissektor (Sektor /) des Kreises senkrecht zur x3 -Achse durch
den Bildpunkt kennzeichnet den Winkel ¢.

el=010m

(0.50 1, 0.53)

(a) Die Abbildung f ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential D f(r, @, z) : R?> > R? von fan
(r, @, z). Berechnen Sie dazu das Bild der Standardbasis {ej, e, €3} von R? unter Df(r, , z). Geben Sie dabei einen
Vektor (a,b,c¢) € R? als [a,b, c] und den Parameter @ als phi ein.

(i) Esist Df(r, @, 2)(e1) =
(i) Es ist Df(r, @, 2)(e2) =
(i) Es ist D f(r, @, z)(e3) =

(b) Bestimmen Sie die Determinante des Differentials D f(r, ¢, z) von f an einem Punkt (r, @, z) € R3.
Esistdet(Df(r, @, z)) =

(c) Bestimmen Sie die Menge M aller Punkte (r, @, z) € R, an denen das Differential von f nicht injektiv ist.

Esist M = {(r,,2) € R?| 1
Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
Lizenz CC BY-SA 4.0
Thema In dieser Aufgabe wird das Differential und die Funktionaldeterminan-

te der Parametrisierung in Zylinderkoordinaten bestimmt. Anhand der
Funktionaldeterminante wird untersucht, wo das Differential injektiv
ist.

Vorkenntnisse Differential mehrdimensionaler Abbildungen, Charakterisierung der In-
jektivitét linearer Abbildung

Randomisierung keine

Anpassung keine

Verbotene Worter diff, diffx, determinant

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS

310

4.2.8.2 Kugelkoordinaten

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassung
Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Kugelkoordinaten, Differential, Funktionaldeterminante, Rotati-

onskorper

(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Abbildung

cos(p) —sin(p) O rcos(y)
[R5 R3(r o) sin(p) cos(p) O] 0
0 0 1 rsin(y)

Es sind (r,@,y) die Kugelkoordinaten des Punkts f(r,@,y). Da f surjektiv ist, besitzt jeder Punkt in R3
Kugelkoordinaten. Durch Wahl einer geeigneten Einschrénkung des Definitionsbereichs von f sind die Kogelkoordinaten
eines Punkts in R® \ {0} eindeutig.

Die folgende Abbildung zeigt die Menge {1} X [0,27] X [—%,+%] als Teilmenge des R? auf der linken Seite und
deren Bild unter f als Teilmenge von R3 auf der rechten Seite. Der Punkt (Punkt ®) im Bild lasst sich durch
Verschieben des Punkts (Punkt @) im Definitionsbereich variieren. Der Kreissektor (Sektor <i) des GroBkreises
zwischen Aquator und Bildpunkt kennzeichnet den Winkel y und der Kreissektor (Sektor <) des Kreises parallel zum

Aquator durch den Bildpunkt kennzeichnet den Winkel ¢.

3 el=010m

> (0.50 1, 0.20 11)

—_—0————+————— az=-065T

(a) Die Abbildung f ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential D f(p) : R? - R? von f an
(r, @, ). Berechnen Sie dazu das Bild der Standardbasis {e1,e5,e3} von R* unter Df(r,@,y). Geben Sie dabei
einen Vektor (a, b,c) € R3 als [a,b, c] und die Parameter @ und y als phi bzw. psi ein.

(i) Esist Df(r, p,w)(e1) =
(ii) Es ist Df(r, @, w)(e2) =
(i) Es ist D f(r, @, w)(e3) =

(b) Bestimmen Sie die Determinante des Differentials D f(r, ¢, y) von f an einem Punkt (r, @, y) € R3.
Esistdet(Df(r, p,yw)) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)
Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger
CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Differential und die Funktionaldeterminante

der Parametrisierung in Kugelkoordinaten bestimmt.
Differential mehrdimensionaler Abbildungen

keine

keine

diff, diffx, determinant

Feedback unterdriicken: ja
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4.2.8.3 Toruskoordinaten

Tags Toruskoordinaten, Differential, Funktionaldeterminante, Rotati-
onskorper
Screenshot (Stand 05.07.2023)

Betrachten Sie fiir R > 0 die Abbildung
cos(p) —sin(p) O R + rcos(y)
RS R (r ) — sin(p) cos(p) O 0
0 0 1 rsin(y)
Es sind (r,,w) die Toruskoordinaten des Punkts f(r,@,w). Da f surjektiv ist, besitzt jeder Punkt in R3

Toruskoordinaten. Durch Wahl einer geeigneten Einschrankung des Definitionsbereichs von f sind die Toruskoordinaten
eines Punkts in R? eindeutig.

Die folgende Abbildung zeigt die Menge {%} X [0,27] X [, 7] als Teilmenge des R? auf der linken Seite und deren
Bild unter f fir R = 1 als Teilmenge von R> auf der rechten Seite. Der Punkt (Punkt ®) im Bild lasst sich durch
Verschieben des Punkts (Punkt @) im Definitionsbereich variieren. Der Kreissektor (Sektor <) des Kreises zwischen
&uBerem Aquator und Bildpunkt kennzeichnet den Winkel y und der Kreissektor (Sektor <) des Kreises parallel zum
4uBeren und inneren Aquator durch den Bildpunkt kennzeichnet den Winkel ¢.

el=010m

o050 040m)

/ —_———————————— az=-0657

(a) Die Abbildung f ist insbesondere differenzierbar. Bestimmen Sie das Differential D f(p) : R> — R3 von f an
(r, @, ). Berechnen Sie dazu das Bild der Standardbasis {e,e5,e3} von RY unter Df(r,,y). Geben Sie dabei
einen Vektor (a, b, c) € R3 als [a,b, c] und die Parameter @ und y als phi bzw. psi ein.

(i) Esist Df(r, p,w)(e;) =
(ii) Es ist Df(r, @, w)(e2) =
(iii) Es ist D f(r, @, w)(e3) =

-

(b) Bestimmen Sie die Determinante des Differentials D f(r, @, y) von f an einem Punkt (r, @, y) € R3.
Esistdet(Df(r, p,w)) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Differential und die Funktionaldeterminante

der Parametrisierung in Toruskoordinaten bestimmt.

Vorkenntnisse Differential mehrdimensionaler Abbildungen
Randomisierung keine

Anpassung keine

Verbotene Worter diff, diffx, determinant

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.2.8.4 Stereographische Projektion

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

Differential, Parametrisierung

(Stand 29.07.2024)

Sei " die euklidische Einheitssphire in R™*! und sei ¢ € S” beliebig. Fiir jeden Punkt p € S” \ {¢} schneidet die
Gerade durch p und g das orthogonale Komplement qL von ¢ in genau einem Punkt P(p). Bestimmen Sie P als
Funktion von p, deren Inverse und das Differential ihrer Inversen ohne Verwendung von Koordinaten. Gehen Sie dazu
wie folgt vor.

Die folgende Abbildung zeigt die beschriebene Situation fir n = 1 und ¢ = (0, 1) (schwarzer Punkt). Das orthogonale
Komplement ql stimmt mir der x-Achse Uberein. Sie kénnen p entlang von S! verschieben (roter Punkt). Der
zugehérige Funktionswert P(p) unter P wird Ihnen als Punkt auf der x -Achse angezeigt (blauer Punkt).

- 0 <« v o

(a) Bestimmen Sie P(p) in Abhangigkeit von p und von g. Geben Sie dabei das Skalarprodukt p - g von pund g als p .
q ein.

Esist P(p) =

(b) Die durch Aufgabenteil (a) definierte Abbildung
i
P:S"\{q} =g, p= PO
heiBt stereographische Projektion und ist insbesondere eine Bijektion. Bestimmen Sie deren Umkehrabbildung P’l,
indem Sie P~ (x) fiir x € g* angeben. Geben Sie dabei das Quadrat |x|? der Norm von x als x . x ein.

Esist P~ (x) =

(c)Seigp: U — R™! die kanonische Fortsetzung von P~ auf eine offene Umgebung von qJ' in R™! . Die Abbildung
¢ ist stetig differenzierbar. Bestimmen Sie, dass Differential D¢h(x)(v) an einem Punkt x € qL in Richtungv € ql.

» Kanonische Fortsetzung von P!

Esist D(x)(v) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe werden die stereographische Projektion, deren Inverse
und deren Differential bestimmt.

Schnitt zwischen Geraden und Niveaulinien, Differential mehrdimensio-
naler Abbildungen

keine

keine

Feedback unterdriicken: ja
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4.3 Taylor und Approximation von Funktionen

Die Aufgaben dieses Themenbereichs behandeln die Approximation mehrdimensionaler Abbildungen
durch Taylorpolynome. Schwerpunkte sind die grafische Ermittlung von Entwicklungspunkten anhand
der Graphen der Abbildung und ihrer Approximation und der Bestimmung partieller Ableitungen zur

Konstruktion von Taylorpolynomen.
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4.3.1 Taylorpolynom und Entwicklungspunkt

4.3.1.1 Entwicklungspunkt (1)

Tags Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion
FiR?S R, (x,y) ~ cos(y* + x?)

und ein Taylorpolynom T f nullten Grades von f.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f (Graph ) und den Graphen von T f (Graph O) auf dem
Einheitsquadrat [—1,1]Z in der xj;x;-Ebene von R3 aufgezeichnet gegen die x3-Achse. Sie konnen das
Funktionsargument in der x| X, -Ebene verschieben (Punkt ®). Die zugehdrigen Funktionswerte unter f und Tf werden
lhnen durch Angabe der zugehdrigen Punkte auf den Graphen angezeigt (Punkt ® bzw. Punkt @).

el=0.10T

I

Geben Sie mithilfe der obigen Abbildung einen Entwicklungspunkt (a, b) € [—1, 1]* des Taylorpolynoms Tof von f an.
Verschieben Sie dazu das Funktionsargument in der x| x; -Ebene (Punkt @) an die Position eines Entwicklungspunktes.

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird der Entwicklungspunkt des Taylorpolynom null-

ten Grades der Funktion f : R? — R mit

fla,y) =T(a (=" y* + 2% y*))

im Einheitsquadrat [—1,1]? im Definitionsbereich von f grafisch be-
stimmt.

Vorkenntnisse Definition des Entwicklungspunktes bei der Bestimmung des Taylopoly-
noms, Kenntnis tiber die Darstellungsform von Graphen von Funktionen
mehrere Verénderlicher

Randomisierung Die Funktion T wird zuféllig als Sinus- oder Kosinusfunktion gewéhlt.
Der Vorfaktor a wird zuféllig als —1 oder 1 gewihlt. Die Exponenten by,
bs und ¢y, co werden zufillig als nicht negative ganze Zahlen gewahlt,
sodass by # c¢1, by +bs = 2 und ¢; + ¢ = 2 sind. Der Entwicklungspunkt
wird zufillig als (£%,4+%) mit m gleich 2, 3 oder 4 und n gleich 2, 3
oder 4 gewihlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.3.1.2 Entwicklungspunkt (2)

Tags Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion
fiR® 5 R, (x,y) & cos(y? — x?)

und ein Taylorpolynom 7' f ersten Grades von f.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f (Graph J) und den Graphen von T f (Graph () auf dem
Einheitsquadrat [—1,1]> in der x;x,-Ebene von R® aufgezeichnet gegen die x3-Achse. Sie kénnen das
Funktionsargument in der x x -Ebene verschieben (Punkt ®). Die zugehdrigen Funktionswerte unter f und 7'y werden
Ihnen durch Angabe der zugehdrigen Punkte auf den Graphen angezeigt (Punkt ® bzw. Punkt @).

[[isxgraph input-ref-ans1="stateRef"]]

el=010T

I

Geben Sie mithilfe der obigen Abbildung einen Entwicklungspunkt (a, b) € [—1, 1]2 des Taylorpolynoms 7 f von f an.
Verschieben Sie dazu das Funktionsargument in der x| x; -Ebene (Punkt @) an die Position eines Entwicklungspunktes.

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird der Entwicklungspunkt des Taylorpolynom ers-

ten Grades der Funktion f : R? — R mit
fx,y) = T(ay 2™ y* + ag 2™ y*2)

im Einheitsquadrat [—1,1]? im Definitionsbereich von f grafisch be-
stimmt.

Vorkenntnisse Definition des Entwicklungspunktes bei der Bestimmung des Taylopoly-
noms, Kenntnis iiber die Darstellungsform von Graphen von Funktionen
mehrere Verénderlicher

Randomisierung Die Funktion T wird zufillig als Sinus- oder Kosinusfunktion gew#hlt.
Die Vorfaktor a; wird als —1 oder 1 gewéhlt. Der Vorfaktor as wird als
—aj oder 1 gewahlt. Die Exponenten by, by und c¢p, co werden zufillig
als nicht negative ganze Zahlen mit by # ¢1, by + bo = 2 und ¢; + ¢3 =
2 gewihlt. Der Entwicklungspunkt wird zufillig als (&%, %) mit m
gleich 2, 3 oder 4 und n gleich 2, 3 oder 4 gewahlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.3.1.3 Entwicklungspunkt (3)

Tags Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion
fiRP SR, (x,y) ~ cos(y? — x?)

und ein Taylorpolynom 75 f zweiten Grades von f.

Die folgende Abbildung zeigt den Graphen von f (Graph ) und den Graphen von T>f (Graph ) auf dem
Einheitsquadrat [—1,1]2 in der xj;x;-Ebene von R3 aufgezeichnet gegen die x3-Achse. Sie konnen das
Funktionsargument in der x; X, -Ebene verschieben (Punkt ®). Die zugehdrigen Funktionswerte unter f und Ty werden
lhnen durch Angabe der zugehdrigen Punkte auf den Graphen angezeigt (Punkt @ bzw. Punkt @).

[[isxgraph input-ref-ans1="stateRef"]]

el=010m

Geben Sie mithilfe der obigen Abbildung einen Entwicklungspunkt (a, b) € [—1, 1]2 des Taylorpolynoms 75 f von f an.
Verschieben Sie dazu das Funktionsargument in der x; x; -Ebene (Punkt @) an die Position eines Entwicklungspunktes.

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird der Entwicklungspunkt des Taylorpolynom zwei-

ten Grades der Funktion f:R? — R mit
f@,y) = T(ay 2" y* + ag z° y*)

im Einheitsquadrat [—1,1]? im Definitionsbereich von f grafisch be-
stimmt.

Vorkenntnisse Definition des Entwicklungspunktes bei der Bestimmung des Taylopoly-
noms, Kenntnis iiber die Darstellungsform von Graphen von Funktionen
mehrere Verénderlicher

Randomisierung Die Funktion T wird zufillig als Sinus- oder Kosinusfunktion gew#hlt.
Der Vorfaktor a; wird als —1 und 1 gewéhlt. Der Vorfaktor as wird als
—ay oder 1 gewahlt. Die Exponenten by, by und c¢;, co werden zufillig
als nicht negative ganze Zahlen mit by # ¢1, by + bo = 2 und ¢; + 3 =
2 gewihlt. Der Entwicklungspunkt wird zufillig als (£, +%) mit m
gleich 2, 3 oder 4 und n gleich 2, 3 oder 4 gewahlt.

Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.3.2 Bestimmung von Taylorpolynomen 0. und 1. Grades

4.3.2.1 Taylorpolynom 0. Grades (1)

Tags Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

iR 5 R, (x,y) — cos(y* — xy).

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von f (Graph (1) und den Graphen eines Taylorpolynoms 7 -
ten Grades T, f(-,(a, b)) (Graph 0) von f mitn € {0,1,2} auf [—1, 1]2 in der x;x,-Ebene von R? aufgezeichnet
gegen die x3-Achse. Sie kénnen den Entwicklungspunkt (a,b) € [—1, 1]2 von T, f(-,(a, b)) in der x;x,-Ebene
verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen Punktes auf
dem Graphen von f angezeigt (Punkt ®). AuBerdem kénnen Sie mithilfe des Sliders 'order' (Slider O) den Grad
n € {0,1,2} von T, f(-, (a, b)) verandern.

el=010T order = 0.00)

I

Bestimmen Sie das nullte Taylor-Polynom Tj f(+,(0,0)) von f am Entwicklungspunkt (0,0) und geben Sie
Ty (-, (0,0)) als Funktion von (x, y) an.

EsistTo f((x,),(0,0)) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Taylorpolynom nullten Grades der Funktion
f:R? - R mit

f(z,y) = Tl(ar 2% y* + ag 2 y*)

am Entwicklungspunkt (0,0) bestimmt.

Vorkenntnisse Definition des Taylopolynoms hinreichend oft differenzierbarer Funktio-
nen, Berechnung partieller Ableitungen bis zur ersten Ordnung, Ablei-
tungsregeln fiir polynomielle und trigonometrische Funktionen

Randomisierung Die Funktion T wird zufillig als Sinus- oder Kosinusfunktion gew#hlt.
Der Vorfaktor a; wird als —1 oder 1 gewéhlt. Der Vorfaktor as wird als
—aj oder 1 gewahlt. Die Exponenten by, by und ¢y, co werden zufillig
als nicht negative ganze Zahlen mit by # c¢1, by +bs = 2 und ¢ + ¢ = 2

gewahlt.
Anpassung keine
Verbotene Worter diff, diffx, taylor, powerseries, ratcoeff
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja
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4.3.2.2 Taylorpolynom 0. Grades (2)

Tags Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

f: R? > R, (x,y) = cos(x cos(y)).

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von f (Graph (1) und den Graphen eines Taylorpolynoms 7 -
ten Grades T, f(-, (a, b)) (Graph O) von f mitn € {0,1,2} auf [—1, 11% in der x; x,-Ebene von R* aufgezeichnet
gegen die x3-Achse. Sie kénnen den Entwicklungspunkt (a,b) € [—1, 1]2 von T, f(-,(a, b)) in der x;x,-Ebene
verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f* wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen Punktes auf
dem Graphen von f angezeigt (Punkt ®). AuBerdem kdnnen Sie mithilfe des Sliders 'order' (Slider O) den Grad
n € {0,1,2} von T, f(-, (a, b)) verandern.

el=010T order = 0.00)

I

Bestimmen Sie das nullte Taylor-Polynom T f(+,(0,0)) von f am Entwicklungspunkt (0,0) und geben Sie
Ty (-, (0,0)) als Funktion von (x, y) an.

Esist Ty f((x, y),(0,0)) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Taylorpolynom nullten Grades der Funktion
f:R? - R mit

fz,y) = a1 S(ag 2® yb2 T(az ab2 y'1))

am Entwicklungspunkt (0,0) bestimmt.

Vorkenntnisse Definition des Taylopolynoms hinreichend oft differenzierbarer Funktio-
nen, Berechnung partieller Ableitungen bis zur ersten Ordnung, Ablei-
tungsregeln fiir polynomielle und trigonometrische Funktionen

Randomisierung Die Funktionen S und T werden jeweils zufillig als Sinus- oder Kosi-
nusfunktion gewihlt. Die Vorfaktoren a;, a2 und az werden jeweils als
—1 oder 1 gewihlt. Die Exponenten b; und by werden zufillig als nicht

negative ganze Zahlen mit by + by = 1 gewahlt.

Anpassung keine
Verbotene Worter diff, diffx, taylor, powerseries, ratcoeff
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.3.2.3 Taylorpolynom 1. Grades (1)

Tags Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

fiR2S R, (x,) — —sin(3xy - x?).

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von f (Graph [J) und den Graphen eines Taylorpolynoms -
ten Grades T, (-, (a, b)) (Graph O) von f mitn € {0,1,2} auf [—1, 11% in der x; x;-Ebene von R? aufgezeichnet
gegen die x3-Achse. Sie kénnen den Entwicklungspunkt (a,b) € [—1, 17 von T,f(-,(a, b)) in der x|x,-Ebene
verschieben (Punkt @). Der zugehorige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punktes auf
dem Graphen von f angezeigt (Punkt ®). AuBerdem kénnen Sie mithilfe des Sliders 'order' (Slider O) den Grad
n € {0,1,2} von T, f(-, (a, b)) verandern.

order = 1.00]
N
s‘ss&
i 2-$~~W
w%‘s AN
‘* 0]
—0 az=-0.651
-0 + ¢« v 1T >

Bestimmen Sie das erste Taylor-Polynom T f(-,(—6,—2)) von f am Entwicklungspunkt (—6,—2) und geben Sie
T, f(-, (=6, —2)) als Funktion von (x, y) an.

EsistT1 f((x,),(=6,-2)) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Taylorpolynom ersten Grades der Funktion
f:R? - R mit

flz,y) = sin(a1 . yb2 + ag yc2)

am Entwicklungspunkt (ay ag as, —as (af by ¢ + a3b2 §)) bestimmt.
Der Entwicklungspunkt ist als Nullstelle des polynomlellen Anteils von
f und damit als Nullstelle von f gewahlt.

Vorkenntnisse Definition des Taylopolynoms hinreichend oft differenzierbarer Funktio-
nen, Berechnung partieller Ableitungen bis zur ersten Ordnung, Ablei-
tungsregeln fiir polynomielle und trigonometrische Funktionen

Randomisierung Der Vorfaktor a; wird zufillig als ganze Zahl mit 2 < |a;| < 3 gewihlt,
der Vorfaktor ap wird zufillig als —sign(a;) oder 1 gewéhlt und der
Faktor a3 wird zufillig als ganze Zahl mit 2 < |ag| < 5 gewiihlt. Die
Exponenten by, ba, ¢; und ¢y werden zufillig als nicht negative ganze
Zahlen mit b; < 2, ¢; <2, mit 1 < by +¢; < 3 und mit by + by = 2,
c1 + co = 2 gewahlt.

Anpassung keine
Verbotene Worter diff, diffx, taylor, powerseries, ratcoeff
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.3.2.4 Taylorpolynom 1. Grades (2)

Tags Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

f: R? > R, (x,y) — sin(3xy—x2)A

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von f (Graph (1) und den Graphen eines Taylorpolynoms 7 -
ten Grades T, f(-, (a, b)) (Graph O) von f mitn € {0,1,2} auf [—1, 11% in der x;x,-Ebene von R* aufgezeichnet
gegen die x3-Achse. Sie kénnen den Entwicklungspunkt (a,b) € [—1, 1]2 von T, f(-,(a, b)) in der x;x,-Ebene
verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen Punktes auf
dem Graphen von f angezeigt (Punkt ®). AuBerdem kdnnen Sie mithilfe des Sliders 'order' (Slider O) den Grad
n € {0,1,2} von T, f(-, (a, b)) verandern.

el=010T order = 1.00)

Bestimmen Sie das erste Taylor-Polynom 7' f(-, (=5 4/7,0)) von f am Entwicklungspunkt (=5 /7, 0) und geben Sie
T f(-, (=5 4/, 0)) als Funktion von (x, y) an. Geben Sie dazu gegebenenfalls 1/7 als sqrt (%pi) ein.

Esist T f((x,),(=5y/7,0)) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger| (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Taylorpolynom ersten Grades der Funktion
f:R? - R mit

fx,y) = sin(ar 2™ o + az 2 y)

am Entwicklungspunkt (min{by,c;} a3 /7, min{bs,c2}az /) be-
stimmt. Der Entwicklungspunkt ist so gew&hlt, dass der polynomielle
Anteil von f am Entwicklungspunkt eine Nullstelle der Sinusfunktion
und damit eine Nullstelle von f ist.

Vorkenntnisse Definition des Taylopolynoms hinreichend oft differenzierbarer Funktio-
nen, Berechnung partieller Ableitungen bis zur ersten Ordnung, Ablei-
tungsregeln fiir polynomielle und trigonometrische Funktionen

Randomisierung Der Vorfaktor a; wird zufiillig als ganze Zahl mit 2 < |a;| < 3 gewihlt,
der Vorfaktor as wird zuféllig als —sign(aq) oder 1 gewihlt und der
Faktor az wird zufillig als ganze Zahl mit 2 < |az| < 5 gewihlt. Die
Exponenten by, ba, ¢; und co werden zufillig als nicht negative ganze
Zahlen mit b; < 2, ¢; <2, mit 1 < by +¢; < 3 und mit by + by = 2,
c1 + co = 2 gewdhlt.

Anpassung keine
Verbotene Worter diff, diffx, taylor, powerseries, ratcoeff
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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4.3.2.5 Taylorpolynom 1. Grades (3)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung
Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

f:R? S R, (x,y) » —sin(x cos(y)).

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von f (Graph () und den Graphen eines Taylorpolynoms 7 -
ten Grades T, (-, (a, b)) (Graph 0J) von f mitn € {0,1,2} auf [=1, 1]* in der x;x,-Ebene von R* aufgezeichnet
gegen die x3-Achse. Sie kénnen den Entwicklungspunkt (a,b) € [—1,1]* von T, f(-,(a, b)) in der x;x;,-Ebene
verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird Ihnen durch Angabe des zugehdrigen Punktes auf
dem Graphen von f angezeigt (Punkt ®). AuBerdem kénnen Sie mithilfe des Sliders 'order' (Slider O) den Grad
n € {0,1,2} von T, f(-, (a, b)) verandern.

el=0.10T order = 1.00)

Bestimmen Sie das erste Taylor-Polynom T f(-, (7, —x)) von f am Entwicklungspunkt (z,—7z) und geben Sie
T f(-, (z, —)) als Funktion von (x, y) an. Geben Sie dazu gegebenenfalls /7 als sqrt (%pi) ein.

Esist T} f((x, y), (z, —7)) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Taylorpolynom ersten Grades der Funktion
f:R? - R mit

flz,y) = a1 S(ag 2® yb2 T(az ab2 y*1))

d
1

am Entwicklungspunkt (£ 7, “Cl—f 7) bestimmt. Der Entwicklungspunkt
ist so gewihlt, dass der polynomielle Anteil az 2 y** am Entwicklungs-
punkt eine Nullstelle der Funktion 7T ist.

Definition des Taylopolynoms hinreichend oft differenzierbarer Funktio-
nen, Berechnung partieller Ableitungen bis zur ersten Ordnung, Ablei-
tungsregeln fiir polynomielle und trigonometrische Funktionen

Die Funktionen S und T werden jeweils zuféllig voneinander verschieden
als Sinus- oder Kosinusfunktion gewéhlt. Die Vorfaktoren a1, as as, dy
und dy werden jeweils zufillig als —1 oder 1 gewihlt. Die Exponenten
b1 und by werden zufillig nicht negative als ganze Zahlen mit by +bs = 1
gewdhlt Die Exponenten ¢; und co werden zufillig positive ganze als
Zahlen mit ¢; 4+ co = 3 gewéhlt.

keine

diff, diffx, taylor, powerseries, ratcoeff

Feedback unterdriicken: ja
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4.3.3 Bestimmung von Taylorpolynomen 2. und héheren Grades

4.3.3.1 Partielle Ableitungen und Taylorpolynome (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Verbotene Worter

Vorkenntnisse

Randomisierung

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Taylorpolynome, 2D, partielle Ableitungen.
(Stand 07.09.2024)

Gegeben ist die bivariate Funktion

f(z,y) = —3sin(z) cosh(y)
und der Punkt

(%0, 30) = (STN,U)-

(a) Berechnen Sie zuerst die partiellen Ableitungen von f(z,y) und werten Sie diese
k1

an der Stelle (zo,0) aus, wobei —— f(z,y) = f*)(x,y) gilt. Geben Sie
azkayt

Brliche nicht in Dezimalform an.

() 109z, y) -]

(i) £ (z, ) -]
Gy £29 (2,) ]
00 1@y =
 102)(z,y)| -
wi) £ (z, ) ]

(z,y)=(z0,%) ) S
wii) f2) (z,y)

(z.y)=(z0,50)

(z,y)=(z0,u0)

(z,9)=(z0,%) -

(z,y)=(z0,40)

(@5)=(z0.30) |

iii) f&1 (2, y)

@9 -(zom)

(b) Geben Sie nun das Taylorpolynom T5f(x,y; To,yo) bis einschlieBlich zweiter
Ordnung im Punkt (g, yo) an. Verwenden Sie %pi fur die Kreiszahl 7 im Ergebnisfeld.
Geben Sie Briiche nicht in Dezimalform an.

Es ist Ts f(, y; Zo, Yo) :‘

Michael Kubocz (RWTH)

Michael Kubocz

CC BY-SA 4.0

Eine bivariate Funktion, bestehend aus einem Produkt einer sin(z)-
und einer cosh(y)-Funktion, ist gegeben. In Aufgabenteil (a) werden
partielle Ableitungen bis zur dritten Ordnung berechnet und angegeben.
In Aufgabenteil (b) wird das Taylorpolynom bis einschliefilich zweiter
Ordnung berechnet und angegeben.

diff, subst, powerseries, taylor.

Mehrdimensionale Taylorentwicklung, partielle Ableitungen, Satz von
Schwarz.

Der Vorfaktor der bivariaten Funktion wird zufiillig und als ganzzah-
lig gewéhlt. Die zp-Koordinate des Entwicklungspunktes wird als ein

rationales Vielfaches von 7 zuféllig gewéhlt.

[D)er-sa |
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Anpassung keine

Sonderoption Feedback unterdriicken: ja.
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4.3.3.2 Partielle Ableitungen und Taylorpolynome (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Verbotene Worter

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Taylorpolynome, 2D, partielle Ableitungen.
(Stand 07.09.2024)

Gegeben ist die bivariate Funktion
8 exp {xz}

flz,y) = 1—y

und der Punkt

(%0, %0) = (0, 5).

(a) Berechnen Sie zuerst die partiellen Ableitungen von f(z,y) und werten Sie diese
k1

an der Stelle (zg,y0) aus, wobei ——— f(z,y) = f*V(z,y) gilt. Geben Sie
Ozkay!

Briiche nicht in Dezimalform an.

0) OO (z,y) - ]
(i) £ (z,y) L
(iiy £29 (z, ) ]
i) £ (,y) ]
) £ (z,3) -
]
|

| \-

(2:y)=(20,%0)

@8 =(zom)

(@p)=@om)

(@p)=(om)

@a)=(com)
wi) £ (z, y)

Crimioey)

wii) £ (2, )

@p=(om)

wiii) f*V(z, )

(@9)=(zo)

(b) Geben Sie nun das Taylorpolynom Taf(z,y; o, yo) bis einschlieBlich zweiter
Ordnung im Punkt (g, o) an. Geben Sie Briiche nicht in Dezimalform an.

Es ist Tb f(, y; Zo, %) :‘

Michael Kubocz (RWTH)

Michael Kubocz

CC BY-SA 4.0

Eine bivariate Funktion, bestehend aus einem Verhéltnis einer e-
Funktion und einem Polynom ersten Grades, ist gegeben. In Aufga-
benteil (a) werden partielle Ableitungen bis zur dritten Ordnung be-
rechnet und angegeben. In Aufgabenteil (b) wird das Taylorpolynom
bis einschlielich zweiter Ordnung berechnet und angegeben.

diff, subst, powerseries, taylor.

Mehrdimensionale Taylorentwicklung, partielle Ableitungen, Satz von
Schwarz.

Der Vorfaktor der e-Funktion und die yo-Koordinate des Entwicklungs-
punktes wird zufillig und als ganzzahlig gewahlt.

keine

Feedback unterdriicken: ja.

[D)er-sa |


mailto: kubocz@physik.rwth-aachen.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS

325

4.3.3.3 Taylorpolynom 2. Grades (1)

Tags

Screenshot

Autor
Idee
Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Verbotene Worter
Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

iR > R, (x,y) ~ sin®(xy — 2x?).

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von f (Graph () und den Graphen eines Taylorpolynoms #-
ten Grades T, f(-, (a, b)) (Graph 0) von f mitn € {0, 1,2} auf [—1, 1]% in der x; x,-Ebene von R? aufgezeichnet
gegen die x3-Achse. Sie kénnen den Entwicklungspunkt (a,b) € [—1,1]> von T, f(-,(a, b)) in der x;x;-Ebene
verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punktes auf
dem Graphen von f angezeigt (Punkt ®). AuBerdem kénnen Sie mithilfe des Sliders 'order' (Slider O) den Grad
n € {0,1,2} von T, f(-, (a, b)) verandern.

order = 2.00)

0 az=-065™

Bestimmen Sie das zweite Taylor-Polynom 75 f(+,(2,4)) von f am Entwicklungspunkt (2,4) und geben Sie
T> (-, (2,4)) als Funktion von (x, y) an.

Esist T f((x,y),(2,4)) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion
f:R? - R mit

fla,y) = sin®(ay 2" y*2 + ag 21 y*2)

am Entwicklungspunkt (a1 asas, —agz (a3 by §)) bestimmt. Der Ent-
wicklungspunkt ist als Nullstelle des polynomiellen Anteils von f und
damit als Nullstelle von f gewéhlt.

Definition des Taylopolynoms hinreichend oft differenzierbarer Funktio-
nen, Berechnung partieller Ableitungen bis zur ersten Ordnung, Ablei-
tungsregeln fiir polynomielle und trigonometrische Funktionen

Die Vorfaktoren a; und ag werden zufillig als ganze Zahlen mit |aq| #
laz| und 1 < |a;] < 2 fiir alle ¢ € {1,2}. Der Vorfaktor as wird zufillig
als —sign(aq) oder 1 gewihlt. Die Exponenten by, be, ¢; und co werden
zuféllig als nicht negative ganze Zahlen mit b; < 2, ¢; < 2, mit 1 <
b1 4+ ¢1 < 3 und mit by + by = 2, ¢1 + co = 2 gewihlt.

keine

diff, diffx, taylor, powerseries, ratcoeff

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |
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4.3.3.4 Taylorpolynom 2. Grades (2)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz

Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung

Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt

(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

fiRP SR, (x,y) ~ —sin(xy — x?).

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von f (Graph [J) und den Graphen eines Taylorpolynoms -
ten Grades T, (-, (a, b)) (Graph O) von f mitn € {0,1,2} auf [—1, 11 in der x x,-Ebene von R? aufgezeichnet
gegen die x3-Achse. Sie kénnen den Entwicklungspunkt (a,b) € [—1, 17 von T,f(-,(a, b)) in der x|x,-Ebene
verschieben (Punkt @). Der zugehorige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punktes auf
dem Graphen von f angezeigt (Punkt ®). AuBerdem kénnen Sie mithilfe des Sliders 'order' (Slider O) den Grad
n € {0,1,2} von T, f(-, (a, b)) verandern.

order = 2.00

—() az=-0.651

Bestimmen Sie das zweite Taylor-Polynom 75 f(-, (=2 4/, 0)) von f am Entwicklungspunkt (=2 4/, 0) und geben Sie
T, f(-, (=2 4/m, 0)) als Funktion von (x, y) an. Geben Sie dazu gegebenenfalls 1/7 als sqrt (%pi) ein.

Esist T, f((x,y),(=2 /7, 0)) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion
f:R? - R mit

flz,y) = sin(a1 . yb2 + ag yc2)

am Entwicklungspunkt (min{bi,c;}az /() min{bs, c2} az /(7)) be-
stimmt. Der Entwicklungspunkt ist so gewéhlt, dass der polynomielle
Anteil von f am Entwicklungspunkt eine Nullstelle der Sinusfunktion
und damit von f ist.

Definition des Taylopolynoms hinreichend oft differenzierbarer Funktio-
nen, Berechnung partieller Ableitungen bis zur ersten Ordnung, Ablei-
tungsregeln fiir polynomielle und trigonometrische Funktionen

Die Vorfaktoren a; und as werden zufillig als ganze Zahlen mit |a1| #
laz| und 1 < |a;| < 2 fiir alle ¢ € {1,3}. Der Vorfaktor as wird zufillig
als —sign(ay) oder 1 gewihlt. Die Exponenten by, by, ¢; und ¢y werden
zuféllig als nicht negative ganze Zahlen mit by < 2, ¢ < 2, mit 1 <
b1 + ¢1 <3 und mit by + bs = 2, ¢1 + co = 2 gewahlt.

keine

diff, diffx, taylor, powerseries, ratcoeff

Feedback unterdriicken: ja
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4.3.3.5 Taylorpolynom 2. Grades (3)

Tags

Screenshot

Autor
Idee

Lizenz
Thema

Vorkenntnisse

Randomisierung

Anpassung
Verbotene Worter

Sonderoption

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
(Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

f RS R, (x,y) » —cos(sin(x) y).

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von f (Graph () und den Graphen eines Taylorpolynoms #-
ten Grades T, f(-, (a, b)) (Graph 0) von f mit n € {0, 1,2} auf [—1, 1]% in der x; x,-Ebene von R? aufgezeichnet
gegen die x3-Achse. Sie kénnen den Entwicklungspunkt (a,b) € [—1,1]> von T, f(-,(a, b)) in der x;x;-Ebene
verschieben (Punkt @). Der zugehdrige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehdrigen Punktes auf
dem Graphen von f angezeigt (Punkt ®). AuBerdem kénnen Sie mithilfe des Sliders 'order' (Slider O) den Grad
n € {0,1,2} von T, f(-, (a, b)) verandern.

el=0.10m order = 2.00)

Bestimmen Sie das zweite Taylor-Polynom T f(:, (7, %)) von f am Entwicklungspunkt (7, %) und geben Sie
T f(, (m, %)) als Funktion von (x, y) an. Geben Sie dazu gegebenenfalls /7 als sqrt (%pi) ein.

Esist T, f((x, ), (7, 5)) =

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

CC BY-SA 4.0

In dieser Aufgabe wird das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion
f:R? - R mit

flz,y) = a1 S(ag 2® yb2 T(az zb2 y*1))

am Entwicklungspunkt (d; (% + %) 7, da (% + ZC%)T(') bestimmt. Der
Entwicklungspunkt ist so gew#hlt, dass der polynomielle Anteil von f
am Entwicklungspunkt eine Nullstelle der Sinusfunktion und damit von
f ist.

Definition des Taylopolynoms hinreichend oft differenzierbarer Funktio-
nen, Berechnung partieller Ableitungen bis zur ersten Ordnung, Ablei-
tungsregeln fiir polynomielle und trigonometrische Funktionen

Die Funktionen S und T werden zufillig voneinander verschieden als
Sinus- oder Kosinusfunktion gewéhlt. Die Vorfaktoren a1, as, ag, d; und
ds werden als —1 oder 1 gewéhlt. Die Exponenten b; und b, werden
zuféllig als nicht negative ganze Zahlen mit by + by = 1 gewéhlt.

keine

diff, diffx, taylor, powerseries, ratcoeff

Feedback unterdriicken: ja

[D)er-sa |


mailto: benjamin.schulz-c95@ruhr-uni-bochum.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS 328

4.3.3.6 Taylorpolynom n. Grades

Tags Approximation, Taylorpolynom, Entwicklungspunkt
Screenshot (Stand 29.07.2024)

Betrachten Sie die Funktion

FiR2S R, (x,y) ~ (—sin(y2 — 2xy))"+l,

Die folgende Abbildung zeigt exemplarisch den Graphen von f (Graph () fir n = 1 und den Graphen eines
Taylorpolynoms m-ten Grades T}, f (-, (a, b)) (Graph O) von f mitm € {0, 1,2} auf [—1, 17% in der XX, -Ebene von
R? aufgezeichnet gegen die x3 -Achse. Sie kénnen den Entwicklungspunkt (a, b) € [—1, 1]* von T}, f(-, (a, b)) in der
XX, -Ebene verschieben (Punkt @). Der zugehérige Funktionswert unter f wird lhnen durch Angabe des zugehérigen
Punktes auf dem Graphen von f angezeigt (Punkt ®). AuBerdem konnen Sie mithilfe des Sliders 'order' (Slider O) den
Gradm € {0, 1,2} vonT,, (-, (a, b)) verandern.

el=0.10m 6rder=200

Bestimmen Sie das n-te Taylor-Polynom T, f(-, (4, 8)) von f am Entwicklungspunkt (4, 8) und geben Sie T}, (-, (4, 8))
als Funktion von (x, y) an.

Esist T, f((x,y),(4,8)) =

Autor Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger (RUB)

Idee Benjamin Herbert Schulz-Rosenberger

Lizenz CC BY-SA 4.0

Thema In dieser Aufgabe wird das Taylorpolynom zweiten Grades der Funktion
f:R? - R mit

flz,y) = sin"“(al dl be + ag x y?)

am Entwicklungspunkt (ay az as, —as (af by ¢ + a3b2 §)) bestimmt.
Der Entwicklungspunkt ist als Nullstelle des polynomiellen Anteils von
f und damit als Nullstelle von f gewihlt.

Vorkenntnisse Definition des Taylopolynoms hinreichend oft differenzierbarer Funktio-
nen, Berechnung partieller Ableitungen bis zur ersten Ordnung, Ablei-
tungsregeln fiir polynomielle und trigonometrische Funktionen

Randomisierung Die Vorfaktoren a; und as werden jeweils zufllig als ganze Zahlen mit
2 < a;| < 3 fir alle i € {1,3}. Der Vorfaktor ay wird zufillig als
—sign(ay) oder 1 gewihlt. Die Exponenten by, ba, ¢; und ¢ werden
zuféllig als nicht negative ganze Zahlen mit b; < 2, ¢; < 2, mit 1 <
b1 + ¢ <3 und mit by + by = 2, ¢1 + co = 2 gewihlt.

Anpassung keine
Verbotene Worter diff, diffx, taylor, powerseries, ratcoeff
Sonderoption Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1 Jupyter-Notebooks

1.1 Grundlagen
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Giinther (WH), Tim Inoue (WH), Dr. Michael Kubocz (RWTH), Dr. Benjamin Schulz-Rosenberger (RUB) und Emma
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1.1.1 Eine Einfiihrung in Python und Jupyter Notebooks (Teil 1)

Screenshot (Stand 26.09.2024)
IV. Schleifen

In der Mathematik mussen Vektoren nicht immer dreidimensional sein. Unter der Voraussetzung, dass die Vektorlange
dhnlich wie oben berechnet werden kann, wie kdnnte man die Ldnge eines zehndimensionalen Vektors mit minimaler
Schreibarbeit berechnen? Die Antwort: Schleifen! Jedes mal, wenn eine gréBere Anzahl an dhnlichen Schritten ausgefiihrt
werden soll, kann man mit Schleifen die Wiederholungen automatisieren. Eine der einfachsten Schleifen ist die while-
Schleife. Sie wiederholt einen Satz an Anweisungen, solange die Schleifenbedingung erfillt ist. Hier ein einfaches
Beispiel:

i=0
while i < 3:

Schleifenanweisungen sind immer eingeriickt. Dies geschieht in der Regel automatisch. Alle eingeriickten Z
Nach den Schleifenanweisungen muss darauf geachtet werden, die Zeilen wieder nach links zu schieben.

print(i)

i=i+1
Wie arbeitet eine solche Schleife? Zunachst wird eine Variable ¢ definiert und auf null gesetzt. Dann wird die Schleife
initialisiert: Sie soll die Anweisungen print(i) und i = i + 1 wiederholen, solange die Variable z kleiner als 3 ist. Im
ersten Durchlauf ist i = 0; die Schleifenbedingung ist offensichtlich erfullt und damit wird ¢ durch den print() -Befehl
ausgegeben. Danach wird ¢ um 1 erhdht. Die Schleife springt wieder an ihren Anfang und iiberpriift, ob z (= 1) kleiner 3
ist. Dies ist wieder wahr und die Anweisungen werden erneut ausgefiihrt. Das alles wiederholt sich, solange bis z = 3 ist.
Dann ist die Schleifenbedingung nicht mehr erftillt, die Schleife wird abgebrochen und der Code ganz normal fortgesetzt.

Achtung! Was passiert, wenn der Befehl i = i + 1 nicht existieren wirde? Richtig, die Schleife wird endlos
weiterlaufen und Python wird immer wieder die Zahl 0 ausgeben. Sollte so etwas passieren, kann das Programm tber das
Stopp-Symbol (1) in der oberen Leiste abgebrochen werden.

Wir haben nun ein Werkzeug gefunden, um die Lange des zehndimensionalen Vektors ohne viel Schreibaufwand zu
berechnen:

u=[2,1.1, 0, -1.3, 0.4, -3.2, 1.8, 0, -4.3, 2]

u_sgrd, i = 0, @ # sgrd -> "squared”

while i < len(u): # Die moglichen Indices der Liste sind 0,1,2,...,9
u_sqrd = u_sqrd + u[i]**2
i=1i+1

abs_u = u_sqrd**(1/2)
print(round(abs_u, 2))

Einsatz: Selbststudium
Anzahl 1
Vorkenntnisse grundlegende Programmierkenntnisse

math. Vorkenntnisse = Schulmathematik

Inhalt grundlegende Rechenoperationen und Variablen, Listen, Schleifen,
Funktionen, Texte in Python, if-Abfragen

Aufgaben 3

zusitzl. Dateien IMG_Experiment.png, IMG_NeuronalesNetzwerk.PNG

zusétzl. Biblioth. keine
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1.1.2 Eine Einfithrung in Python und Jupyter Notebooks (Teil 2)

Screenshot (Stand 26.09.2024)

Viele grundlegende mathematische Funktionen sind in Python nicht standardmé&Big enthalten. Falls wir die
Exponentialfunktion exp(z) = e® fur ein Programm bendtigen wiirden, miissten wir diese komplett selbst definieren. Mit
unserem bisherigen Wissensstand ist dies sogar maglich!

Aufgabe: Definieren Sie eine Funktion MyExp(x) , welche den Zahlenwert von exp() fur die Eingabevariable x
ausgibt. Dazu bendtigen Sie eine Hilfsfunktion MyFactorial(n) , welche die Fakultitsfunktion n! représentiert. Die

Exponentialfunktion ist wie folgt definiert:

x© n
exp(z):Z%, al=nxm—-1)x---x2x1
o ™

Tipp: Denken Sie an die Aufgabe zur geometrischen Reihe aus dem ersten Notebook zurlck! Was ist ein sinnvoller "Cut-
Off" fur die unendliche Reihe?

def MyFactorial(n):
result = 1
for i in range(2, n + 1):
result = result * i
return result

def MyExp(x):
Nmax = 100
result = @
for n in range(@, Nmax):
result = result + x**n / MyFactorial(n)
return result

for i in range(Q, 4):
print("MyExp(%s) = %s" %(i, round(MyExp(i), 3)))

MyExp (@) 1.9

MyExp (1) 2.718
MyExp(2) = 7.389
MyExp(3) = 20.086

Man kann leicht einsehen, dass es nicht zielfiihrend ist jede mathematische Standardfunktion die man braucht auf diese
Art und Weise selbst zu definieren. Im letzten Notebook haben wir gegen Ende {ber Sortieralgorithmen gesprochen und
gesehen wie aufwendig solche Algorithmen werden kénnen. Mit sogenannten Bibliotheken kénnen wir einen groBen Teil
der Funktionen die wir fiir unsere Codes brauchen importieren ohne uns viel mit deren Definitionen auseinanderzusetzen.
Die erste Bibliothek die wir kennenlernen werden ist NumPy.

NumPy ist eine Bibliothek die Werkzeuge flir numerisches Programmieren in Python bereitstellt. Dazu gehdren
mathematische Standardfunktionen und -konstanten, der Datentyp ndarray mit dem Vektor- und Matritzenoperationen
dargestellt werden kdnnen, sowie Funktionen zur Datenanalyse und vieles mehr. Mit NumPy kénnen wir nun die
Exponentialfunktion ganz einfach importieren:

Einsatz: Selbststudium
Anzahl 1
Vorkenntnisse grundlegende Programmierkenntnisse

math. Vorkenntnisse  Schulmathematik

Inhalt NumPy arrays, Plots mit Matplotlib
Aufgaben 1

zusétzl. Dateien Figure.pdf, Messwerte.npy
zusétzl. Biblioth. keine
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1.1.3 Zahlen in der Informatik

Screenshot (Stand 28.10.2024)

Zusammengesetzt Sieht die Zahl dann so aus: 11000000101010000000000000000000

W vorzeichen (1 Bit) [l Exponent (8 Bits) [l Mantisse (23 Bits)

In dieser Aufgabe sollen Sie Zahlen aus dem Dezi in das Bina al 1. Gehen Sie hierbei davon aus, dass die Binarzahl

dem |EEE 754-5tandard entsprechen sell.
Ubersetzen Sie folgende Zahlen:

* —6.75
« 42875

Zur Uberprifung ihrer Ergebnise steht innen der Code in der nachsten Zelle zur Verfiigung. Gehen Sie vor wie in dem Beispiel.

import struct

def float_to_bin(num):
bits, = struct.unpack(*!I", struct.pack(’!f’, num))
return "{:@32b}".format(bits)

Python
prine(Flont.ta_bin(nunber))
Python
Einsatz: Selbststudium
Anzahl 1
Vorkenntnisse grundlegende Programmierkenntnisse
math. Vorkenntnisse =~ Schulmathematik
Inhalt grundlegendes Verstindnis fiir die Zahlendarstellung in Computern

(IEEE-Format) und dadurch auftretende numerische Fehler
Aufgaben 4
zusétzl. Dateien ieee754 representation_defaultfont_300dpi.png, ieee.py
zusétzl. Biblioth. struct
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1.2 Matrizen und Lineare Abbildungen
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1.2.1 Matrizenrechnung mit Python

Screenshot

Einsatz:

Anzahl
Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse
Inhalt

Aufgaben
zusitzl. Dateien
zuséatzl. Biblioth.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

(Stand 29.10.2024)

Aufgabe 4

Vertiefen Sie in dieser Aufgabe Ihre Kenntnisse zu Rechenoperationen von Matrizen, indem Sie folgende Aufgaben bearbeiten:

(3) Finden sie eine 3 x 3-Matrix A, sodass A® = 0. Uberprifen Sie in der Ausgabe Ihr Ergebnis.

-1 1

10 1
(b) Finden Sie zur Matrix B — ( ) eine geeignete Matrix C' mit BC' = (l] 1

0y -
). Uberpriifen Sie ebenfalls ihre Eingabe in der

Ausgabe.

# Teilaufgabe (a)
A = ... # Tragen Sie hier die Matrix A E3fi

result =A@ A@A

print("a®3 = ", result)

# Teilaufgabe (b}

B = np.array([[1, @], [-1, 1]1)
C = ... # Tragen Sie hier die Matrix C gin

E = np.array([[1, @], [@, 111}
result =B @ C

if np.array_equal(result, E):
int(" Matrix C ist korre

=\n", result)

re Matrix C ist nicht korrekt, denn BC =\n", result)

Selbststudium

1

grundlegende Programmierkenntnisse

erste Begriffe zu linearer Algebra, insbesondere Matrizenrechnung
Neben der Wiederholung von Vorlesungsinhalten zu Matrizen steht die

Umsetzung von Rechenoperationen an Matrizen in Python im Vorder-

grund
5 (davon ist eine mit einer STACK-Aufgabe verkniipft, siche unten)
keine
keine

[@)ovsa |
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1.2.1.1 Lineares Gleichungssystem in Matrix-Vektor-Schreibweise

Tags Matrix, Transposition, symmetrisch, orthogonal
Screenshot (Stand 30.09.2024)
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem A x = b mit
-1 -5 2 X 7
A=1]1 5 1| x=|x[b=]8]
-5 -5 4 X3 0
wie es analog in Aufgabe B aus dem Jupyter-Notebook
"SLA_1_Grundlagen_Matrizen/0_Grundlagen_Matrizen_Studierende.ipynb" (— Link) vorgestellt

wird.

(a) Berechnen Sie die Inverse A~ von A mithilfe des Python-Moduls NumPy auf 8
Nachkommastellen genau.

Esist A~ =

(b) Berechnen Sie anschlieBend die Losung x des obigen Gleichungssystems, indem Sie in Python
mithilfe des Moduls NunPy das Produkt A~ b auf 7 Nachkommastellen runden.

Esistx =

Thema In dieser Aufgabe ist ein lineares Gleichungssystem in der Matrix-

Vektor-Schreibweise
A-xz=0b

gegeben. In Aufgabenteil (a) soll mithilfe des Python-Moduls NumPy
die Inverse A~! vonA berechnet und auf 8 Nachkommastellen genau
angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll der Losungsvektor o = A~ 1.

b mit NumPy auf 7 Nachkommastellen gerundet werden.

Vorkenntnisse symmetrische Matrizen, orthogonale Matrizen, Invertierbarkeit von Ma-
trizen

Randomisierung Die Matrix A in Aufgabenteil (a) ist randomisiert.

Anpassung Die Matrizen in allen Aufgabenteilen kénnen angepasst werden.

Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja
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1.2.2 Weitere Operationen auf Matrizen mithilfe von Python

Screenshot

Einsatz:
Anzahl

Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse
Inhalt

Aufgaben
zusatzl. Dateien
zusétzl. Biblioth.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

(Stand 29.10.2024)

Aufgabe 2

Teilaufgabe 1.

7 -
Bestimmen Siezu A — (=; 4) die Inverse A !, Uberpriifen Sie anschlieBend Ihr Ergebnis in der Ausgabe.

Teilaufgabe 2.
8 9

Bestimmen Sie ein ¢ £ &, sodass die Matrix A — [ 3 0 2 | invertierbar wird. Priifen Sie lhr Ergebnis in der Ausgabe.
1

10

Teilaufgabe 3.
b
Gegeben sei eine Matrix 4 — (z d mit a, b, ¢, d £ E. Analysieren Sie, wann A invertierbar ist und ergsnzen Sie die vorgegebene

Funktion inv, die A invertieren soll, sofern moglich.

# Teilaufgabe 1

A = np.array([[7,91,[3,411)
A_inv .. # Tragen Sie
E = np.array([[1,0],[2,111)

ier Ihre Inverse gdn

B = np.linalg.inv(A)

if(np.array_equal(AgA_inv, E))
print('sie haben die Inver:
else:
print('sie haben die Inverse

von A korrekt ermittelt. A~(-1) =\n', A_inv)

von A nicht korrekt ermittelt. A*(-1) =\n', B)

# Teilaufgabe 2

t = ... # Legen Sie hier t fest

A = np.array([[%,9,t],[3,8,2],[1,1,2]1}

# Sie missen den nachfolgenden Code nicht nachvollziehen!
try:

B = np.linalg.inv(A}

print('A ist invertierbar mit A*(-1) =\n', B}
except Exception as e:

print('A ist nicht invertierbar.')

Selbststudium

1

grundlegende Programmierkenntnisse, Matrizenmultiplikation mit Py-
thon

erste Begriffe zu linearer Algebra, insbesondere Matrizenrechnung
Transposition und Inversion von Matrizen werden wiederholt und die
Python-Befehle dafiir erlernt.

2

keine

keine

[@)ovsa |
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1.2.3 Lineare Abbildungen

Screenshot (Stand 29.10.2024)

Drehung um den Winkel 4 ©E

Implementieren Sie nun die Drehung in Python:
Aufgabe 7

Teilaufgabe 1.
Schreiben Sie eine Methode rotate. die einen Vektor v € R? um den Winke! 6 € [0, 2) dreht und diesen zurickgibt.

Teilaufgabe 2.
Erganzen Sie die Code-Zellen in der Methode application an den entsprechenden Stelen, sodass auch der Fisch als ebene Figur um () gedreht wird

Einsatz: Selbststudium

Anzahl

Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse ~ Grundkenntnisse zu linearen Abbildungen

Inhalt Veranschaulichung linearer Abbildungen im zweidimensionalen An-

schauungsraum an Hand von Drehungen, Spiegelungen, Scherungen und

Verschiebungen einer einfachen Figur, Umsetzung in Python

Aufgaben 7 (davon 3 mit dazugehoriger STACK-Aufgabe, siehe unten)
zusétzl. Dateien textttScherung.png,
zusétzl. Biblioth. keine
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1.2.3.1 Lineare Abbildungen (1)

Tags Python, Lineare Abbildung, Jupyter-Notebook
Screenshot (Stand 30.09.2024)
Gegeben sei die Abbildung
X1 X2
F: R2—>R3,(xl>»—> Xy
X2
Xi
aus Aufgabe 1 aus dem Jupyter-Notebook

"SLA_1_Grundlagen_Matrizen/2_lineare_Abbildungen_Studierende.ipynb" (— Link).

(a) Berechnen Sie mithilfe von Python unter Zuhilfenahme des Moduls NumPy das Bild des Vektors
V13

v = 3 unter F auf 8 Nachkommastellen genau. Die Berechnung der Wurzel wird tiber den
22

Befehl sqrt () des NumPy-Moduls berechnet.

Esist F(v) =

(b) Die Abbildung F ist nicht linear. Angenommen sie wére es, welchen Eintrag misste die erste
) 2 4 N
Komponente des Bildvektors F(v; + v;) haben, wenn v; = 6 und vy = 4 waren?
—4r

Geben Sie das Ergebnis mithilfe von Python unter Zuhilfenahme des Moduls NumPy auf 8
Nachkommastellen genau an. Beachten Sie, dass 7 nach Import des NumPy-Moduls Uber np.pi
abgerufen wird.

Das Ergebnis der ersten Komponente ware

Thema In dieser Aufgabe ist die Abbildung
X1 -T2
F-R—R, (Y| o
T2
T

gegeben. In Aufgabenteil (a) soll unter Zuhilfenahme des Python-
Moduls NumPy das Bild eines gegebenen Vektors v auf 8 Nachkommas-
tellen genau berechnet und angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll
fiir zwei gegebene Vektoren Vektoren v; und vy die erste Komponente
des Bildvektors F'(v; +v9) angegeben werden, wenn man annimmt, dass
die Abbildung F' linear wére.

Vorkenntnisse Lineare Abbildung, Linearitét, Python-Grundlagen, NumPy

Randomisierung Der Vektor v in Aufgabenteil (a) ist randomisiert. Der Vektor v; in
Aufgabenteil (b) ist randomisiert.

Anpassung Die Abbildung F kann angepasst werden. Hinsichtlich Aufgabenteil (b)
sollte F' dann nicht linear sein.

Sonderoption Abziige: 0
Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c
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1.2.3.2 Lineare Abbildungen (2)

Tags Python, Lineare Abbildung, Jupyter-Notebook
Screenshot (Stand 30.09.2024)

Gegeben sei die lineare Abbildung
FRP—>R?) xmA-x

0 5
A=13 0l
2 4

(a) Berechen Sie den Rang rank(A) der Matrix A.

0
0
0

Esistrank(A) =

(b) Berechnen Sie mithilfe des Python-Moduls SymPy das Bild im(F) der Abbildung F, indem Sie die
Basisvektoren von im(F) als Liste angeben. Gehen Sie dazu wie in Aufgabe 2 aus dem Jupyter-
Notebook "SLA_1_Grundlagen_Matrizen/2_lineare_Abbildungen_Studierende.ipynb" (— Link) vor.
Beachten Sie, dass Sie Dezimalbruchzahlen als echte Briiche eingeben.

Esistim(F) = span( )

Thema In dieser Aufgabe ist die lineare Abbildung
F:R*—R} z— Az
fiir eine Matrix
A = (a;;) € R®?

gegeben. In Aufgabenteil (a) soll der Rang rank(A) der Matrix A be-
stimmt werden. Dabei ist ausgeschlossen, dass es sich um die Nullmatrix
bei A handelt. In Aufgabenteil (b) geht es darum, unter Zuhilfenahme
des Python-Moduls SymPy das Bild im(F') der Abbildung F zu bestim-

men und als Liste anzugeben.

Vorkenntnisse Lineare Abbildung, Linearitéit, Python-Grundlagen, SymPy
Randomisierung Die Matrix A ist randomisiert.
Anpassung Die Abbildung F kann angepasst werden. Der Rang rank(A) der Matrix

A kann angepasst werden
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja
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1.2.3.3 Lineare Abbildungen (3)

Tags

Screenshot

Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

Python, Lineare Abbildung, Inverse, Jupyter-Notebook
(Stand 30.09.2024)

Gegeben sei die lineare Abbildung

F:RZ—R?, x— A-x
mit

a=(73 ).
10 -5

Die Abbildung F ist invertierbar. Berechnen Sie mithilfe des NumPy-Moduls in Python die Matrix B mit
F'l(x) = B - x fiir alle x € R?. Betrachten Sie dazu Aufgabe 3 aus dem Jupyter-Notebook
"SLA_1_Grundlagen_Matrizen/2_lineare_Abbildungen_Studierende.ipynb" (— Link). Geben Sie das
Ergebnis als Dezimalbruchzahl auf 8 Nachkommastellen genau an.

Esist B =

In dieser Aufgabe ist eine lineare Abbildung
F:R?—R? z— Az

mit einer invertierbaren Matrix A € R2*2 gegeben. Es soll die Matrix
B mit

bestimmt werden, indem mithilfe des NumPy-Moduls in Python die In-
verse von A berechnet und angegeben wird.

Lineare Abbildung, Inverse einer Matrix, Python Grundlagen, NumPy
Die Matrix A ist randomisiert.

keine

Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja
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1.2.4 Anwendung: Lineare Regression

Screenshot

Einsatz:
Anzahl
Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse

Inhalt

Aufgaben
zusitzl. Dateien
zusétzl. Biblioth.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

(Stand 30.10.2024)

Ein Einblick in den Datensatz:

Gata = pd.read_csv("starbucks.csv")
print(data.shape)

data.head ()
(77, 8)

Unnamed: 0 item calories fat
0 1 8-Grain Roll 350 80
1 2 Apple Bran Muffin 350 90
2 3 Apple Fritter 20 200
3 4 8anana Nut Loaf 490 190
4 5 Birthday Cake Mini Doughnut 130 60

Aufraumen des Datensatzes sowie dem Hinzufigen der Variable

data. dropna(inplace=True)
=

datal"I pt'] - 1
dota.drop(["Unnamed: ", "iten”,"type"],axis=1, inplace=True)
print(data.shape)
data.head ()

(77, 6)

calories  fat carb fiber protein Intercept

0 350 80 67 5 10 1
1 330 90 & 7 6 1
2 40 200 50 ] 5 1
3 40 190 75 4 7 1
4 130 60 17 ] 0 1

Als abhangige Varibale wird die Spalte calories verwendet. Damit wird Y diese Spalte reprasentieren und X wird jede andere Spafte beinhalten

Y = data["calories"].valves
X = dataldata.keys().drop("calories”)].values

Selbststudium
1

grundlegende Programmierkenntnisse in Python

carb fiber protein

67
64
59

17

1

0

type
bakery
bakery
bakery
bakery
bakery

far den y-Achsenabschnitt.

grundlegende Kenntnisse zu Matrizen, insbesondere Matrizenmultipli-

kation, Transposition

Mit einfachen Methoden der linearen Algebra und an Hand eines ein-

fachen Datensatzes wird ein lineares Regressionsproblem gelost. Die
Losung wird mit der durch eine Standard-Python-Bibliothek (sklearn)

verglichen.
1
starbucks.csv

sklearn
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1.2.5 Die Determinante - Mehr als nur ein Werkzeug quadratischer Ma-

trizen

Screenshot

Einsatz:
Anzahl
Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse

Inhalt

Aufgaben
zusatzl. Dateien
zusitzl. Biblioth.

(Stand 30.10.2024)

Aufgabe 3

ky - cos(a — sin(a
In der nachfolgenden Code-Zelle wird eine ebene Figur unter der linearen Abbildi F mit der i wd = [ =) )

sin(a) ks - cos(a)
transformiert, wobei die Parameter k und « tber die Slider verandert werden kénnen.

Probieren Sie verschiedene Werte fiir die Slider aus und stellen Sie damit, ausgehend von dem Fallbeispiel, allgemein einen Zusammenhang Uber
Transformationen von Figuren im T2 unter linearen Abbildungen mit einer Abbildungsmatrix A her. indem Sie auf folgende Fragen eingehen:

* Was hat det(A) > 0 zu bedeuten?
* Was hat det(A) < 0 zu bedeuten?
* Was hat det(A) = 0 zu bedeuten?
® Was hat | det(A4)| = 1 zu bedeuten?

Bearbeiten Sie anschlieBend die STACK-Aufgabe zu Fldchen und Determinanten (1) und Uberpriifen Sie |hre Ergebnisse!

# Sie missen diesen Code nicht nachvollziehen!
pi = np.pi
def transformation(kl, k2, alpha):

plt. figure(figsize=(7, 7))
ax = plt.subplot
x = np.array([@, 1, 1, 8.5, 6.5, @, 8]}
y = np.array([8, @, 8.5, 8.5, 2, 2, 01)

matrix = np.array([ [k1*np.cos(alpha), -k2*np.sin(alpha)],[k1*np.sin(alpha}, k2*np.cos(alpha)]]}

%_points_transf, y_points_transf = matrix.dot([x, y1)
size = len(x)
for i in range(size):

Selbststudium
1

Grundkenntnisse der linearen Algebra, insbesondere zu Matrizen und
linearen Abbildungen

Die Determinante wird wiederholt, der Standard-Python-Befehl zu de-
ren Berechnung kennengelernt und die Studieren implementieren an
Hand der Leibniz-Regel selbststéindig eine Routine zur Berechnung von
Determinanten. An Hand von Visualisierungen wird die anschauliche
Bedeutung verschiedener Werte der Determinante fiir lineare Abbil-
dungen exploriert.

4 (davon 4 mit zugehoriger STACK-Aufgabe)

detl.png, det2.png, sarrus_rule_colored.png

keine
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1.2.5.1 Determinante einer 10 x 10 Matrix

Tags

Screenshot

Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

Matrix, Determinante, Python, Jupyter-Notebook
(Stand 30.09.2024)

Gegeben sei die Matrix A € R!'%¥10 mit

o o0 o0 2 0 2 -5 -4 0 O

o o0 o0 2 -5 -2 0 -4 -5 0

3 0O 0 0 5 5 0 5 5 0
5 o o0 5 o0 0 o0 -4 -3 -1
A= o o0 o0 o0 o o0 -2 -5 5 -4
o 2 2 5 0 5 0o 0 2 =2

5 o o0 o0 o o0 -1 -4 -4 O

-1 -1 -1 2 -5 -1 0 O O O

2 5 1 0 -1 2 5 1 1

5 o 4 5 0 0 O 0 0

(a) Berechnen Sie die Determinante det(A) der Matrix A mithilfe eines Ihnen bekannten Verfahrens.
Nutzen Sie dazu Aufgabe 2 aus dem Jupyter-
Notebook "SLA_2_Determinanten/0_Determinante_Studierende.ipynb" (— Link) als Orientierung.

Esistdet(A) =

(b) Berechnen Sie nun die Determinante det(A) der Matrix A mithilfe von Python durch das Modul
NumPy. Geben Sie das Ergebnis auf 11 Nachkommastellen genau an.

Esistdet(A) =

In dieser Aufgabe ist eine reellwertige 10 x 10-Matrix A gegeben, die
mit einer unbestimmten Anzahl an Nullen befiillt ist. In Aufgabenteil
(a) soll die Determinante det(A) mit einem bekannten Verfahren be-
rechnet und angegeben werden. In Aufgabenteil (b) soll die dieselbe
Determinante det(A) mithilfe des Python-Moduls NumPy berechnet und
angegeben werden.

Determinante einer Matrix, Laplace’scher Entwicklungssatz

keine

Die Matrix A kann angepasst werden.

Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja
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1.2.5.2 Flichen und Determinanten (1)

Tags

Screenshot

Thema

Vorkenntnisse
Randomisierung
Anpassung

Sonderoption

Matrix, Determinante, Jupyter-Notebook
(Stand 30.09.2024)

Fillen Sie den Liickentext zZu Aufgabe 8 aus dem Jupyter-Notebook
"SLA_2_Determinanten/0_Determinante_Studierende.ipynb" (— Link) aus, indem Sie die richtigen
Antworten auswahlen.

Im R? spannen zwei Vektoren v; und v, als Pfeile dargestellt, in natirlicher Weise ein

untersucht werden kann.

Parallelogram auf, dessen| (Meine Auswahl zurlicksetzen) %

Diesen Zusammenhang kann man nutzen, um etwas Uber die Transformation von Figuren in der
Ebene unter linearen Abbildungen auszusagen.

Denn die Standardbasisvektoren ej,e; € R? spannen auf diese Weise ein Parallelogramm auf,

dessen  Flacheninhalt (Meine Auswahl zuriicksetzen) & im Kontext einer gegebenen

Langeneinheit betragt.

Ist dann A die| (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |einer linearen Abbildung F und sind f1, f, die

(Meine Auswahl zurlicksetzen) % | von ej,e; unter F, dann ist der Flacheninhalt des von den

Vektoren f1, f, aufgespannten Parallleogramms gleich| (Meine Auswahl zuriicksetzen) %

Ferner lasst sich sagen, dass bei ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) # die ebene Figur

gleichorientiert bleibt und sich fiir | (Meine Auswahl zuriicksetzen) + | die Orientierung umkehrt,

d.h. die ebene Figur wird gespiegelt.

Fur det(A) = O fallt die Figur in sich zusammen, wohingegen fiir Drehungen und Drehspiegelungen

immer | (Meine Auswahl zurlicksetzen) # |gilt.

In dieser Aufgabe ist ein Liickentext gegeben, der iiber den Zusammen-
hang zwischen ebenen Figuren und deren Fldcheninhalt unter linearen
Abbildungen F' handelt. Dazu wird der Zusammenhang mithilfe der
Abbildungsmatrix A bzgl. der Standardbasisvektoren ey, es, deren Vek-
torpfeile ein Parallelogramm aufspannen und den Bildvektoren f1, fo
unter F' erldutert, wobei die Determinante det(A) etwas iiber den Ska-
lierungsfaktor des Flacheninhalts des durch die Vektoren fi, fo aufge-
spannten Parallelogramms aussagt.

Determinante einer Matrix, Vektoren, Vektorraum

keine

keine

Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja
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1.2.5.3 Flichen und Determinanten (2)

Tags Matrix, Determinante, Jupyter-Notebook
Screenshot (Stand 30.09.2024)

Es sei A eine in R™" invertierbare (n X n)-Matrix.

Geben Sie die korrekten Eigenschaften beim Berechnen der Determinante det(A) der Matrix A an.

(a) Esist det(AT) =

(Meine Auswahl zuriicksetzen) % |

(b) Es ist det(A_l) = ‘ (Meine Auswahl zuriicksetzen) % |.

(c) Die Matrix A’ entstehe durch Multiplikation einer Zeile von A mit s € R.

Dann ist die Determinante det(A’) = | (Meine Auswahl zuriicksetzen) ¢ |.

Thema In dieser Aufgabe ist eine invertierbare Matrix A € R"*" gegeben. In
Aufgabenteil (a) soll anhand einer Dropdown-Liste beantwortet wer-
den, wie die Determinante det(A”) lautet. In Aufgabenteil (b) soll an-
hand einer Dropdown-Liste beantwortet werden, wie die Determinante
det(A™!) lautet. In Aufgabenteil (c) soll anhand einer Dropdown-Liste
beantwortet werden, wie sich die Determinante von det(A’) verhilt,

wobei A" aus A durch Multiplikation von einer Zeile von A mit s € R

entsteht.
Vorkenntnisse Determinante einer Matrix, Transposition
Randomisierung keine
Anpassung keine
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja
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1.2.5.4 Transformation des Buchstabens L

Tags Matrix, Determinante, Jupyter-Notebook
Screenshot (Stand 30.09.2024)

Betrachten Sie die Abbildungsmatrix A aus Aufgabe 3 im Jupyter Notebook
"SLA_2_Determinanten/O_Determinante_Studierende.ipynb" (— Link) mit

A= (cos(a) -k;  —sin(a) >

sin(a) cos(a) - ko

(a) Finden Sie zu den Werten k1 = 0.71 und alpha = 4.06 den entsprechenden Wert des
Reglers fir k2, sodass die Determinante det(A) in der Konsole den Wert det(A) = 0.0284
annimmt.

Esistk2 =

(b) Finden Sie entsprechende Regler k1, k2 und alpha in Aufgabe 3, sodass die ebene L-Figur
nach Ausfiihnrung des Python-Codes an der y-Achse gespiegelt und um 90° gedreht wird. Geben
Sie auch die Determinante det (A) der dadurch entstehenden Abbildungsmatrix A an, welche im
Konsolenfenster angegeben wird.

Vv ebene L-Figur

(i) Esist k1 =
(i) Esist k2 =
(iii) Esist alpha =

(iv) Die Determinante lautet det (A) =
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Thema In dieser Aufgabe ist die Abbildungsmatrix
= cos(a) - k1 —sin(a)
~\ sin(a) cos(a) - ks

fiir Parameter ki,ks € R und « € (0,27) gegeben. In Aufgabenteil
(a) soll zu gegebenen Werten der Regler k1 und alpha der Wert des
Reglers k2 gefunden werden, sodass in der Konsole der passende Wert
zur Determinante det (A) abgebildet wird. In Aufgabenteil (b) ist eine
ebene L-Figur ausklappbar, die durch gesuchte Werte fiir k1, k2 und
alpha mit der Determinante det (A) an der y-Achse gespiegelt und um
90 gedreht wird.

Vorkenntnisse Determinante einer Matrix, lineare Abbildung
Randomisierung Die Aufgabe ist randomisiert.

Anpassung keine

Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja
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1.2.6 Eigenwerte und Eigenvektoren

Screenshot

Einsatz:
Anzahl
Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse
Inhalt

Aufgaben
zuséatzl. Dateien
zusatzl. Biblioth.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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2. Implementierung der reconstruct_image Methode:
© Implementieren Sie die Logik. wie aus der vorherigen Aufgabe, um das Bild mit den k groBten Singularwerten zu rekonstruieren.

Implementierung der reconstruct_image Methode:

* Die Funktion sollte die ersten k Spalten von U und die ersten k Zeilen von VT verwenden.
« Erstellen Sie eine Diagonalmatrix Sigma_reduced mit den ersten k Singulanwerten.
* Rekonstruieren Sie das Bild durch Multiplikation von U[:, :k]. Sigma_reduced und WT[:k, :].

image = Image.open('StarryNight.ipe’).convert('L")
image_matrix = np.array(irage)

# SVD durchfihren mit numpy 222
U, Sigma, VT =_

# Funktion zur Rekonstruktion des Bildes mit einer gegebenen Anzahl von Singularwerten
def reconstruct imsge(U, Sigma, \T, num_singular values): # 237
S_reconstructed = np.zeros((num_singular_values, num_singular_values))
np.fill_disgonal(S_reconstructed, Sigma[:num_singular_values])
# multiplizieren Sie hier S_reconstructed mit VT mithilfe von np.dot, achten Sie hierbei dass Sie nur die Anzahl der num_singular_values verwenden
# mul{iDlJ‘zier‘en Sie hier U mit S_vt mithilfe von np.dot, achten Sie hierbei dass Sie nur die Anzahl der num_singular_values verwenden
U_SVEt =
return U_S_Wt

# Bild mit verschiedener Anzahl an singuldrwerten rekonstruieren
k_values = [5, 20, 50,108,len(Sigma)]
fig, axes = plt.subplots(l, len(k_values) + 1, Figsize=(15, 6))

axes[2].imsnow(image_matrix, cmap="gray')
axes[0].set_title( Original Image')
axes[0].axis('oFf")

for i, k in enumerate(k_values):
reconstructed = reconstruct_image(U, Sigma, VT, k)
oxes[i + 1].imshow(reconstructed, cmap='groy’)
axes[i = 1].set_title(f'k = {k}')
exes[i + 1].axis("off')

plt.tight_layout()
plt.shon()

Original Image

Selbststudium

1

Plots mit matplotlib

Matrizen, Vektoren, lineare Gleichungssysteme

Einfiihrung in Eigenwerte und Eigenvektoren, physikalische Interpre-
tation, numerische Berechung mit Potenzmethode, numpy und sympy,
Singulidrwertzerlegung (und deren Anwendung zur Bildkompression),
Spur

6

StarryNight. jpg

pandas, PIL.Image
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1.2.7 Eigenwerte und Eigenvektoren - Anwendung

Screenshot (Stand 30.10.2024)

vird eine Initialvertei

Einsatz: Selbststudium
Anzahl 1
Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse ~Matrizen, Grundlagen zu Eigenwerten und Eigenvektoren

Inhalt Der PageRank-Algorithmus wird als Anwendungsbeispiel fiir Eigen-
wertrechnung dargestellt.

Aufgaben 0

zusétzl. Dateien keine

zusétzl. Biblioth. graph.png
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1.3.1 Funktionen - Grundbegriffe, Beispiele und Eigenschaften

Screenshot (Stand 30.10.2024)

e Initialy

Einsatz: Selbststudium

Anzahl 1

Vorkenntnisse Schleifen, Kontrollstrukturen, Listen, iterative und rekursive Algorith-
men, Plots

math. Vorkenntnisse ~ Abiturniveau Analysis

Inhalt Wiederholung der Definition und Eigenschaften einer Funktion, wichti-
ge Funktionen, Plotten von Funktionen, Invertieren von Funktionen

Aufgaben 10

zusétzl. Dateien Koordinatenschnittpunkte new.png, Polynomdivision.png

zusétzl. Biblioth. keine
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1.3.2 Ableitung, Steigung, Extremstellen, Kriimmungsverhalten

Screenshot (Stand 30.10.2024)

1. Implementieren Sie die Funktion £_prime_prine(f, x, h=1e-7). Hier sollder Differenzquotient eines Differenzquotienten berechnet werden. Sie kannen hier von einem h von e — 7 ausgehen.
2. Implementieren Sie die Funktion #ind_stationany_points(f, x_values) die jeweils Kiassifizieren als Hoch oder Tiefpunkt. Der Parameter X valust
reprasentiert das Intervallder Werte die Gberpraft werden soll bei welchen es sich um eine Extremstelle handeln konnte.
3. Berachnen Sie die Extremstellen einer beliebigen Funktion und plotten Sie ihr Ergebnis
4 Definieren Sie wieder die Methode aus 2. aber verwenden Sie dieses mal Sympy.
Hilfreiche Methoden aus Sympy:
5p. solveset(funktion,abhangige Variable) Mit dieser Methode konne Sie die Nulltellen einer Funktion berechnen,
Funktion. subs (abhangige Variable, zu berechnender Punkt) Mit dieser Methode konnen Sie den Funktionswert an einer Stelle berechnen.

stationary._s

Pt Figur
pit.plot

print(stationary_points)
)

% in stationary_points:
scatter(potnt, F(point), color="red")

pLE.xlabel ("
pIt.

Einsatz: Selbststudium

Anzahl 1

Vorkenntnisse Abiturniveau Analysis

math. Vorkenntnisse Abiturniveau Analysis

Inhalt erste und zweite Ableitung (angeleitete Eigenimplementierung in Py-
thon), Anwendung zum Bestimmen von Extremstellen

Aufgaben 4

zusétzl. Dateien keine

zusétzl. Biblioth. keine

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS

354

1.3.3 Stetigkeit

Screenshot

Einsatz:

Anzahl
Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse
Inhalt

Aufgaben
zusatzl. Dateien
zusétzl. Biblioth.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.
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Aufgabe 3

Berechnen Sie die angebenenen einseitigen Grenzwerte zuerst von Hand. Verwenen Sie anschiiefend die 1imit () -Methode des SynPy -Moduls, um Ihre Ergebnisse zu verifizieren.

@ lim ==
O s

(b) ﬁL{. In(z? — 1)
© lim =
=00 [z

Hinweis: Der natiirliche Logarithmus In(z) in SymPy wird Gber log(x) verwendet.

X = symbols("x")

# Funktion (a)
def £1(x)
return ...

# Funktion (
def £2(x)

return ...

# Einseitiger
grenzuert2 = 1imit(F_2(x)

# Einseitiger
grenzuert3 = limit(..

display(

r#"Die Grenz

auten ${latex(grenzuertl)}, {latex(grenzuert2)}s und $\isplaystyle{latex(grenzuert3)}s”

Selbststudium

1

Grundlegende Python-Kenntnisse

Abiturniveau Analysis

Stetigkeit und Lipschitzstetigkeit werden an Hand von Code visualisiert
und nachvollzogen.

4

keine

keine

[@)ovsa |
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1.3.4 Differentialgleichungen

Screenshot

Einsatz:

Anzahl
Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse
Inhalt

Aufgaben
zusatzl. Dateien
zusatzl. Biblioth.

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0.

(Stand 26.09.2024)

def yPrime(y,x):
dydx = y-x
return dydx

xEval = np.linspace(-2, 2, 40)
solutionNum2 = odeint(yPrime, iniValuesl, xEval)

fig, axs = plt.subplots(l, 1, figsize=(8, 8))
axs.set_title(r"normiertes Richtungsfeld mit drei Lésungen™)
axs.axvline(@, c="black")

axs.axhline(®, c="black")

axs.set_xlabel(r"$x$")

axs.set_ylabel(r"$y$")

axs.set_xlim([xLimEx1[@], xLimEx1[1]])

axs.set_ylim([yLimEx1[@], yLimEx1[1]])

axs.grid()

axs.plot(XgridExl, YgridExl, marker='o', color='grey', linestyle='none')
axs.quiver(XEx1,YEx1,dxExlnorm,dyExlnorm, angles='xy', scale_units='xy’, scale=4, width=0.006, headaxislengt
#axs.quiver(XEx1, YEx1, dxEx1,dyEx1l, width=0.804, color="red", label=r"")
axs.plot(xEval, solutionNum2, "--", linewidth=3.0)

plt.show()
20 normiertes Richtungsfeld mit drei Losungen
! /
I /
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! 27
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10 ,’/ / / / & —
’
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-05/ / /— —
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summative Bewertung, Selbststudium

2 (Ubung, Musterlésung)

NumPy-Arrays, einfache Matplotlib-Plots, Definition von Funktionen
Losen von gewdhnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung
numerisches und symbolisches Losen einer Differentialgleichung 1. Ord-
nung, Visualisieren der Losungsfunktionen, Richtungsfeld

4

keine

keine
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1.3.5 Fadenpendel ohne Kleinwinkelndherung

Screenshot (Stand 26.09.2024)

verhdlt sich der Fehler auf die iterative Losung? Wie verhdlt sich die Linge der Rechenzeit? Verwenden Sie fiir die
Plots eine dimensionslose Zeitskala, indem Sie die Zeitwerte auf die Periodendauer der KWN-L&sung
(Tkwn = 2m4/1/g) normieren, also z := t/TkwN-

def phi_KWN_it(t, ¢ _@):
Dt = t[1] - t[e]
phi_val = np.zeros(len(t)); phi_val[®] = phi_®
phid_val = np.zeros(len(t))
for i in range(1, len(t)):
phi_val[i] = phi_val[i-1] + phid_val[i-1] * Dt
phid_val[i] = phid_val[i-1] - omega**2 * phi_val[i-1] * Dt
return phi_val

Dt = 8.01
t = np.arange(@, 16*T, Dt)
x=t/T

plt.plot(x, phi_KWN(t, phi_@), label = “"phi_exact”, color = "red", linestyle = "--")
plt.plot(x, phi KWN_it(t, phi_®B), label = "phi_it", color = "blue")
plt.xlabel("t / T", fontsize = 12); plt.ylabel("phi”, fontsize = 12)

plt.axis([®, 10, -2.5, 2.5])

plt.grid(which = "major", alpha = 8.3)

plt.axhline(@, coler = "black", linewidth = 1, alpha = 0.5)

plt.legend()

plt . show()

print("Der Fehler wdchst mit der Zeit, wodurch die iterative L8sung nur fiir kurze Zeitintervalle um die Anfa
"akkurat ist! Eine feinere Wahl fiir Delta_t erhoht die akkurate Zeitspanne, fiihrt jedoch auch zu linge

"bei der Ausfiihrung des Programms.")

--- phi_exact

— phiit

AAAAAARAAR]
MYV

"] 2 4 3 8 10
tT

-

Der Fehler wachst mit der Zeit, wodurch die iterative L&sung nur fir kurze Zeitintervalle um die Anfangsbedi
ngung akkurat ist! Eine feinere Wahl fir Delta_t erhoht die akkurate Zeitspanne, fihrt jedoch auch zu langer
en Rechenzeiten bei der Ausfiihrung des Programms.

Einsatz: summative Bewertung, Selbststudium
Anzahl 2 (Ubung, Musterlésung)
Vorkenntnisse NumPy-Arrays, Matplotlib-Plots, Definition von Funktionen, einfache

Schleifen
math. Vorkenntnisse Lo&sen von gewohnlichen Differentialgleichungen, Schwingungen
Inhalt Einfiihrung in das numerische Lésen von DGLn erster und zweiter Ord-
nung, numerisches Losen und Analyse der DGL des Fadenpendels
Aufgaben 10
zuséatzl. Dateien Iterativ_1.PNG, Iterativ_2.PNG
zusétzl. Biblioth. keine
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1.3.6 Nicht-lineare Dynamik

Screenshot

Einsatz:
Anzahl

Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse

Inhalt

Aufgaben
zusitzl. Dateien
zuséatzl. Biblioth.

(Stand 26.09.2024)

fDOchaosC = np.zeros((len(t2), 2))

fDOchaosPSC = np.zeros((len(t2), 2))

fDOchaosC = odeint(f_DO_chaos, inival2, t2, args=(eta2, epsilonC, sigma2))

fDOchaosPSC = odeint(f_DO_chaos, iniVal2, tPS2, args=(eta2, epsilonC, sigma2))

figd, (ax2C1, ax2C2) = plt.subplots(l, 2, figsize=(16, 8))

figd. suptitle(r"Systemparameter: $\eta={}$, $\epsilon={}$, $\sigma={}$, Anfangsbedingungen: $\theta(®)={1$,
ax2Cl.set_title(r"Amplitude, eingeschwungener Zustand", loc="left')

ax2C1.plot(t2[index_tPlot_ini2:], fDOchaosC[index tPlot_ini2:, 8], color="orange” ,label=r"Amp")
#ax2C1.set_xlim({-1.6, 1.6])

#ax2C1.set_ylim({-1.2, 1.2])

ax2C1.legend(loc="best")

ax2C1.set_xlabel(r"$t$")

ax2C1.set_ylabel(r"$\theta (\tau)$")

ax2C1.grid()

ax2C2.set_title(r"Phasenraum / Poincare-Schnitt”, loc='left')

ax2C2.plot(fDOchaosC[index_tPlot_ini2:, @], fDOchaeosC[index_tPlot_ini2:, 1], color="orange" ,label=r"Attrakt
ax2C2.scatter(fD0OchaosPSC[index_PS2:, @], fDOchaosPSC[index_PS2:, 1], s=50, color="red", label=r"Poincare-Sc
#ax2C2.set_xLim({-1.6, 1.6])

#ax2C2.set_ylim({-1.2, 1.2])

ax2C2.legend(loc="best")

ax2C2.set_xlabel(r"$\theta (\tau)$")

ax2C2.set_ylabel(r"¢\omega (\tau)$")

ax2C2.grid()

Systemparameter: n=0.15, £ = 0.1369, o= 1.2, Anfangsbedingungen: 8(0) = 0.9, w(0) = 0.0

Amplitude, eingeschwungener Zustand Phasenraum / Poincare-Schnitt
4 Amp
2 =
3 o
2 1 -
1
L
= 0 1 o
-1
-1
-2
]
-3
-2 Attraktor
-4 @ Poincare-Schnitt
100 150 200 250 300 350 400 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

summative Bewertung, Selbststudium

2 (Ubung, Musterldsung)

NumPy-Arrays, Matplotlib-Plots, Definition von Funktionen, einfache
Schleifen

Losen von gewohnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung, Schwin-
gungen, Taylor-Entwicklung

kniipft an das Notebook ”Das Fadenpendel ohne Kleinwinkeln&dherung”
an, numerisches Losen und Visualiserung von Losungen der nicht-
linearen DGL eines Duffing-Oszillators, kleiner thematischer Ausflug in
die Chaostheorie, Phasenraum, Geschwindigkeitsfeld, Poincaré-Schnitte
und Attraktoren

6

keine

keine
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1.3.7 Folgen und Reihen

Screenshot (Stand 30.10.2024)

Aufgabes

Ihre Aufgabe ist es, eine Methode zu die die Linge der C¢ fur Anzahl von Zahlen die Zahi mit der I&ngsten Sequenz identifiziert.

Implementierung:
1. Erstellen Sie eine Schieife, um die Collatz-Sequenz flr jede Zah in einem gegebenen Bereich (z. B. von 1 bis 100.000) zu generieren.

2. Zahlen Sie die Anzahl der Schritte, die benotigt werden, um von jeder Zahl zu 1 zu gelangen. und speichern Sie diese in einer Liste.

3. Identifizieren Sie die Zahl mit der langsten Collatz-Sequenz und geben Sie diese zusammen mit ihrer Linge aus.
Parameter:

* max_value: Die obere Grenze des Bereichs von Zahlen, fir die die Collatz-Sequenz generiert werden soll. Zum Beispiel, wenn fax_valuie 100.000 ist, soliten Sie die Sequenz firjede Zahi von 1 bis 100.000 generieren.
Erwartete Ausgabe:
“Die langste Sequenz st zu finden fr die Zahl X mit einer Lsnge von Y."
Ausgabe fur max_value = 1000

Die langste Sequenz ist 2u finden for die Zahl 870 mit einer Lange von 176.

+ str(nax(Ylevels)) + "

Einsatz: Selbststudium
Anzahl 1
Vorkenntnisse Schleifen, Plots

math. Vorkenntnisse ~ Grundkenntnisse zu Folgen und Reihen
Inhalt Arithmetische Folgen, Investitionen, Newton-Verfahren (zur Bestim-
mung von Nullstellen), geometrische Reihen und Collatz-Problem wer-

den als Beispiele von Folgen betrachtet, implementiert und teils visua-

lisiert.
Aufgaben 6
zusitzl. Dateien keine

zusétzl. Biblioth. squarify
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1.3.8 Fourierreihen mit Python

Screenshot

Einsatz:
Anzahl

Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse
Inhalt

Aufgaben
zuséatzl. Dateien
zuséatzl. Biblioth.
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a_list = []

b_list = []

for k in np.arange(@, N, 1000):
a_list.append(a(k))
b_list.append(b(k))

return a_list, b_list

t = np.arange(®, 200000, 1) * dt
a, b = MyFourierCoef(data, t, 100000)

fig, ax = plt.subplots(l, 2, figsize = (12, 4))
w = np.arange(@, 100, 1)

ax bar(w, a, color = "darkblue")
set_xlabel("$\omega$ [kHz]")
set_ylabel("a($\omega$) [V]")
set_xlim(®, 100)

[el.
ax[0].
ax[0].
ax[0e].
ax bar(w, b, color = "darkred")
set_xlabel("$\omega$ [kHz]")
set_ylabel("b($\omega$) [V]™)
set_xlim(e, 100)

ax

[1].
[1]-
ax[1].
[1]-

ax

plt.tight_layout()

plt.show()
200
14
175
12
150
10
125
5 = 08
Z 100 2
3 3
= o018 506
050 04
025 l 02 J
T LRl I [V, 00 e A e L
0 0 o & & 100 0 2 P & & 100
w [kHz] w [kHz]

Die Fourierkoeffizienten enthalten wichtige Informationen tiber die verschiedenen Schwingungen, wie (neben Frequenz)
auch Amplitude und Phase. Um zu verstehen wie man diese Informationen extrahiert betrachten wir eine allgemeine
Schwingung mit beliebiger Phase:

U(t) = Upsin(wt + o) = Uy (sin(wt) cos(p) + sin(y) cos(wt)) = Uy sin(p) cos(wt) + Up cos(y) sinwt)

~ Yy
summative Bewertung, Selbststudium

2 (Ubung, Musterlésung)

NumPy-Arrays, Matplotlib-Plots, Definition von Funktionen, einfache
Schleifen

Fourierreihen, Integration

behandelt verschiedene Aspekte von Fourierreihen, numerische Berech-
nung von Fourierkoeffizienten, Rekonstruktion einer Schwingung an-
hand eines Datensatzes

8

data.npy
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1.3.9 Approximation

von Funktionen durch Taylorpolynome

Screenshot (Stand 26.09.2024)
# Plotten der Funktion, der Tangente, der Parabel und des Fehlers
plt.figure(figsize=(10, 4))
plt.subplot(1, 2, 1)
plt.xlim(-2, 2)
plt.ylim(e, 5)
plt.plot(x_values, tangent_line(x_values), label='Tangente bei x=@', linestyle="--')
plt.plot(x_values, parabula_line(x_values), label='Parabel bei x=8', linestyle="--')
plt_plot(x_values, f(x_values), label='$e"x$")
plt.scatter(a, f(a), color='red")
plt.title('Funktion, Tangente und Schmiegparabel')
plt.xlabel('x")
plt.ylabel('f(x)"')
plt.legend()
# Plotten des Fehlers der Approximation
plt.subplot(1, 2, 2)
plt.plot(x_values, abs(error_function(x_values)), label='Fehler der Tangente')
plt.title('Fehler der Approximation')
plt_plot(x_values, abs(error function2(x_values)), label='Fehler der Schmiegparabel')
plt.xlabel('x")
plt.ylabel('Fehler')
plt.axhline(®, color="black', linewidth=6.5)
plt.legend()
plt.tight layout()
plt.show()
Funktion, Tangente und Schmiegparabel Fehler der Approximation
5
=== Tangente bei x=0 —— Fehler der Tangente
- ==~ Parabel bei x=0 44 —— Fehler der Schmiegparabel
44— e
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Einsatz: summative Bewertung, Selbststudium
Anzahl 2 (Ubung, Musterlésung)
Vorkenntnisse NumPy-Arrays, Matplotlib-Plots, Definition von Funktionen, einfache

Schleifen

math. Vorkenntnisse
Inhalt

Ableiten, Taylorentwicklung, elementare Funktionen, Polynome

numerische und symbolische Berechnung von Taylorpolynomen, Visua-

lisierung der Ergebnisse

Aufgaben )
zuséatzl. Dateien

zuséatzl. Biblioth.
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1.3.10 Integralrechnung mit Python

Screenshot

Einsatz:

Anzahl
Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse
Inhalt

Aufgaben
zusitzl. Dateien
zusatzl. Biblioth.

(Stand 30.10.2024)

Integrieren mit Python

Mithiffe von Python kann man Stammfunktionen bestimmen lassen und ebenso endliche Integrale berechnen. Das Modu

Uberpriifen Sie Ihre Ergebnisse aus Aufgabe 2 Teilaufgabe 1, indem Sie mithife von Syay.
entsprechenden Stellen.

Selbststudium
1
Plots, NumPy, SymPy, SciPy

bilden und berechnen lassen. die Code-Zelle an den

Folgen, Grenzwerte, Stetigkeit, Riemann-Integral

Integrale werden an Hand interaktiver Ober- und Untersummen explo-

riert. Von Hand, mit SymPy und mit NumPy werden diese (numerisch)

berechnet.
5
Integrale berechnen (2).xml

IPython.display
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1.3.10.1 Integrale berechnen (2)

Tags Python, nicht-elementar, Integral, Jupyter-Notebook, Approximation,
Annédherung
Screenshot (Stand 06.10.2024)

Berechnen Sie die angegebenen, bestimmten Integrale mithilfe der
numerischen Integration in Python auf mindestens 8 Nachkommastellen
genau. Sichten Sie daflir Aufgabe 4 aus dem Jupyter-Notebook
"IntegralefIntegralrechnung mit Python.ipynb" (— Link)

(@) Esist/ e dx ~
0

X

2
(b) Es ist/ e dx ~
1

() Esis’c/58 sin(\/l +ln2(x)) dx =~

Thema In Aufgabenteil (a) soll das nicht-elementare Integral

/ sin(x) de
O x

mithilfe des Python-Moduls NumPy auf mindestens 8 Nachkommastellen

genau berechnet werden. In Aufgabenteil (b) soll das nicht-elementare

Integral

2 .
/ sin(z) d
1 :Z:

mithilfe des Python-Moduls NumPy auf mindestens 8 Nachkommastellen
genau berechnet werden. In Aufgabenteil (c¢) soll das nicht-elemntares

Integral

/656’ sin(\/l +ln2(:17)) dz

mithilfe des Python-Moduls NumPy auf mindestens 8 Nachkommastellen

genau berechnet werden.

Randomisierung keine
Anpassung keine
Sonderoption Abziige: 0

Feedback unterdriicken: ja

,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT** ist lizensiert unter CC BY-SA 4.0. (c


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

1.4 Grundlagen der Mehrdimensionalen Analysis

Inhaltsverzeichnis

[1.4.1 Numerische Kurvenintegration| . . . . ... ... ... ... ........... 364

Eiiry

Dieser Textauszug stammt aus ,,Handreichung und Ubersicht zu den Materialien des Projekts ,diAM:INT‘“ von Hakim
Giinther (WH), Tim Inoue (WH), Dr. Michael Kubocz (RWTH), Dr. Benjamin Schulz-Rosenberger (RUB) und Emma
van der Smagt (RUB) und steht unter der Lizenz Creative Commons Namensnennung - Weitergabe unter gleichen
Bedingungen 4.0 International (CC BY-SA 4.0). Die Lizenzbedingungen kénnen unter https://creativecommons.org/

licenses/by-sa/4.0/deed.de eingesehen werden.

363


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.de

INHALTSVERZEICHNIS

364

1.4.1 Numerische Kurvenintegration

Screenshot

Einsatz:
Anzahl

Vorkenntnisse

math. Vorkenntnisse
Inhalt

Aufgaben
zuséatzl. Dateien
zusatzl. Biblioth.

(Stand 26.09.2024)

Im n&chsten Schritt machten wir, anstatt der Flache unterhalb des Graphens, die Lange des Graphens selbst berechnen.
Auch hier werden wir wieder mit einer Approximation beginnen und uns dem exakten Wert anschlieBend beliebig genau
annahern. Der Graph kann durch eine Reihe von Geradenstticken approxmiert werden, wie in der unteren, rechten Skizze
dargestellt ist. Die Projektion jedes Geradenstiicks auf die z-Achse soll dabei Az sein. Nach Pythagoras ist die Linge des
jeweiligen Geradensticks dann As; = /(Az)? + (Ay;)?, wobei Ay; die Differenz der Funktionswerte am Ende und am
Anfang des jeweiligen Geradenstticks ist. Diese GroBe dndert sich, wenn man von einen zum nachsten Geradenstiick geht,
was den Index j erkldrt. Die Lange des Graphens wird dann durch die summierte Lange aller Geradenstiicke approximiert.
Erhdhen wir nun wieder die Anzahl der Geradenstiicke, bzw. verkleinern Az, so ndhern wir uns der tatsdchlichen Lange
immer weiter an. Im Limes infinitesimal kleiner Geradenstticke A.‘ij erhilt man das Kurvenintegral entlang des Weges C

N
L:ZAs_ﬁ—)/ds‘
j=1 ¢

Die GréBe C bezeichnet den durch die Funktion f(z) beschriebenen Weg.

40 40

Betrachten wir nun ein Beispiel, indem ein Bergsteiger einen 1 km hohen Berg erklimmen méchte. Die Form des Berges
soll durch eine Gauffunktion beschrieben werden, also

1/z—=z 2
=H - .
y(z) = Hexp ( 3 ( - ) )
Hierbei bezeichnet exp(z) die Exponentialfunktion. Fiir die Parameter der GauBfunktion gilt: zg = 5000 m, H = 1000 m
und o = 1500 m. Die Wanderung des Bergsteigers startet bei z = 0 m und ist in der Skizze unten veranschaulicht. Die

Aufgabe wird es nun sein, die Lange des Weges, den der Bergsteiger auf sich nehmen muss, zu berechnen. Daftir kann
man den relevanten z-Achsenabschnitt = € [0, 2] in N gleichgroBe Stecken der Linge Az zerlegen. Jeder dieser

Strecken entspricht ein Geradenstiick entlang des Weges. Fiir die Lange des j-ten Geradenstiickes gilt

= flA2] + [glzs) — les)
summative Bewertung, Selbststudium
2 (Ubung, Musterlésung)
NumPy-Arrays, Matplotlib-Plots, Definition von Funktionen, einfache
Schleifen
Vektoren, Integration, Kurvenintegrale
behandelt die numerische Berechnung von Kurvenintegralen im Kontext
der Kurvenlidnge und physikalischer Arbeit
2
mountain.png, mountain fields.png, num_int.png
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